Analyse vectorielle: gradient, rotationnel et divergence

1 Notions fondamentales

1.1 Opérateur 'nabla’

L'opérateur 'nabla ou N est trés utile en analyse vectoridlle. || permet de déterminer les
notions de gradient, rotationnel, divergence et laplacien de maniere simple et concise. Il se
définit comme suit :
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1.2 Travail d'un champ vectoriel le long d'une courbe - Intégrale curviligne

Soient un champ vectoriel A et deux points de I'espace Py et Py reliés par une courbe C. A
chague point de C, on assigne un vecteur A .

—

A C
e

P,
Figurel

Letravail du champ vectoriel A de P.aP; lelong de C sécrit ainsi :

Py

T= Axd )
Pa
On montre que :
P, R . Py ) X
O A =- G Axd 3)
Py Py
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Si Py = Py, alorson parle de cir culation du champ vectoriel A le long de la courbe fermée C
et on écrit :

T=gfod 4

>

Figure2

1.3 Flux d'un champ vectoriel a travers une surface - Intégrale de surface
Soient un champ vectoriel A et une surface S. Chague unité de surface dS au voisinage d'on
point P peut étre représenté par un vecteur perpendiculaire a S au point P appel é simplement
dS. Si on définit n(x,y,z) le vecteur de module 1 perpendiculaire &S en tout point, on
trouve dS=n>dS.

Figure3

Le flux du champ vectoriel A atraverslasurface S est défini ainsi :

F = (@K >dS= @K > xdS (5)
Si lasurface S est fermée on écrit :

F = @;K xdS= @K N xdS (6)
Lanotion de flux atravers une surface fermée est importante. Si aucune 'source’ ne se trouve a
I'intérieur de S, aors ce flux doit étre nul.

Remarqueimportante : quand on parle de surface fermée S, le vecteur n est toujours dirigé
versl'extérieur de S.
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Prenons le cas d'un écoulement d'eau a travers un tuyau. Imaginons une surface fermée
virtuelle de la forme d'un cylindre (voir Figure 4).

Le champ vectoriel est la vitesse de l'eauV . L'écoulement atravers la surface totale du
cylindre est égale au flux atravers S; et S,. En effet, aucun flux ne passe a travers les parois

du tuyau (les vecteurs v e cﬁg sont perpendiculaires sur toute la surface de S3).
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Si on calcule le flux atravers la surface fermée, on trouve :

F =@y >ds= @y dS+ @y dS (7)
En admettant que (voir Figure 4) :

S=S =S (surfaces S; et S, égales)

n=n,=-n, (vecteurs de surface opposés)

v(S)=v, (vitesse constante v=v; sur la surface S;)

v(S,)=v, (vitesse constante v=v, sur la surface S)

v v, lin lin, (vitesses paralléles aux vecteurs surfaces)
Ontrouve :

F =@‘gv“1xﬁl>ds+@ v, 3, >dS

CQV N dS+ @) Va v, < >dS

F =- V. odS+ v, 0 ©)

F=-Sw+5 %,

F= S>‘(V2 - Vl)
Sil n'y apas de source al'intérieur du tuyau, on en conclut que le flux total est nul, donc :

V, =V, 9)

Si lessurfaces S; et S, n‘avaient pas été égales, on aurait trouve de (8) :
S, W, =8 ®, (10)

Grosso modo, les équations (9) et (10) disent que, sans source d'eau interne, ce qui sort du
tuyau doit étre égal ace qui y rentre !
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1.4 Lignes de champ

1.4.1 Pour un champ vectoriel a deux dimensions
Soit un champ vectoriel donné en coordonnées cartésiennes :
&, (x,y) 0

&, ()5 )

A(x,y) =

On appelle lignes de champs I'ensemble des courbes paralléles au champ vectoriel A . On les
trouve en résolvant I'équation différentielle :

a, a,
1.4.2 Exemple

Soit le champ vectorid :

— & X 0
A(x,y)=g 2% (13)
- X'Yg
On applique :
AL (14)
X -Xy
On trouve :
y=Cxe 2 (15)
avec C a déterminer en fonction des conditions initiales.
1.4.3 Pour un champ vectoriel a trois dimensions
Soit un champ vectoriel donné en coordonnées cartésiennes :
2 (x.y,2)6
Ax.y.2) = ¢a, (x.¥,2)+ (16)
&2, (x,Y,2)

On appelle lignes de champs I'ensemble des courbes parall&les au champ vectoriel A . On les
trouve en résolvant I'équation différentielle :

x_y_Te (17)
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1.4.4 Exemple

Soit le champ vectoriel :

e
A(X,Y,2) = ¢- xzy? (18)
&-2° 5
On applique :
LTy
: 2
Px -xy (19)
i Ix_ T
T x -2
On trouve :
i S
jy=C > ?
P @)
%X:C2>e;

avec C; et C, adéterminer en fonction des conditions initiales. La premiere équation de (20)
est la projection des lignes de champ dans le plan xOy et la seconde équation est la projection
des lignes de champ dans le plan xOz. Il faut en effet deux éguations pour déterminer une
courbe simple dans R3.

1.4.5 Lignes de champ en coordonnées cylindriques
Si le champ vectoriel A est donné en coordonnées cylindriques :
&0
A(rj 2)=ca + (21)
gaz 5<u,,uj u,>

Les équations différentielles des lignes de champ sont les suivantes :

0
&4 22)
ia a

1.4.6 Lignes de champ en coordonnées sphériques
Si le champ vectoriel A est donné en coordonnées sphériques :
e
A(r,a.) = ¢a,+ (23)

(; s
& 2y, 0,0, >



Analyse vectorielle — gradient, rotationnel et divergence

Les équations différentielles des lignes de champ sont les suivantes :

R,
3 a
} S (24)
P
ta &
2 Gradient
Le gradient d'une fonction f Sexprime aing :
o
gﬂx+
¢ =
——T i
grad(f) =¢—-+ (25)
¢y +
AL
1z o
En utilisant I'opérateur N, on trouve plus simplement :
grad(f) = N % (26)
Entrée: lechamp scalaire f
Sortie: lechamp vectoriel Kif
Note:  unchamp de gradient est encore appelé champ conser vatif.
2.1 Dérivée du champ scalaire dans une direction
Soit une direction indiquée par le vecteur :
0
e=¢e,+ (27)
&e. 5

avec &% + g% + &° = 1 (vecteur de module 1).

La dérivée du champ scalaire f dans la direction indiquée par e au point (X, y, 2) et la
suivante :

T &sgrad(r) = kit (28)
s

2.2 Interprétation du gradient

On conclut de (28) que le gradient indique la direction ou la dérivée de f est laplus élevée. S
on prend |'exemple des cartes géographiques 2D, le gradient indiquera toujours la direction de
la pente la plus devée.
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2.2.1 Equipotentielles
Les ligneséquipotentielles de f, c'est adire les lignes virtuelles joignant les points de |'espace
(X, Yy, 2) ou le champ scalaire f est constant, sont per pendiculaires au gradient.

2.2.2 Travail d'un champ de gradient

Soit f une fonction de plusieurs variables, Kif son champ de gradient et C une courbe
guelconque reliant deux points P, et P,. On montre la trés importante loi suivante :

& R xdi =1(R)- 1(P) 29

Pa

Quel que soit le chemin C, le travail d'un champ de gradient entre deux points P, et P, est
toujours identique et égal af(Py)- f(Py).

Si C est un chemin fermé, on conclut de (29) :
@‘\’rf xdl =0 (30)
L'intégrale curviligne d'un champ de gradient le long d'un chemin fermé C est toujours nulle.

2.3 Gradient en coordonnées cylindriques

Le gradient d'une fonction donnée en coordonnées cylindriques f(r, j , z) Sexprime ainsi :

RiF = =l (31)

2.4 Gradient en coordonnées sphériques
Le gradient d'une fonction donnée en coordonnées sphériques f(r, g, j ) Sexprime ains :

e T ¢
T oo-

g i
Rif :g 1.1 : (32)
g i
¢ S,
r >Gn( q) T“ @u,,uq,uj >
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2.5 Exemple de gradient pour une fonction de deux variables

Soit lafonction z=f(x, y) définie aing :

f(x,y)=x"+y’ (33)
- X G
R = 240 (34)
2y g
LaFigure 5 montre les équipotentielles de f ainsi que son champ de gradient.
grad(f)
z=2

Figure5
Si on cherche a présent les lignes de champ du gradient, on trouve en appliquant (12) :

ix _ Ty
== p C 35
2X 2y y=hX (35)

Soient les points P4(1, 2) et Py(2, 4), avec le chemin C: y=2x reliant les deux points. Sur ce
chemin, on conclut que dy=2xIx. Si on calcule le travail du champ de gradient lelong de C,
on trouve :

Py R
§ X0 a8lxd 2 & 2Xx O eedx 6
Nif xdl = == == 10X xdx =15 (36)
G O:gZYz%de Qu gZ’(ZX)z)%ZXdea 0i

Pa

En utilisant (29), on trouve beaucoup plus directement :

F&NfXdl 22 +42]- 2+ 27 =15 37)

Pa
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3 Rotationnel

Soit un champ vectoriel A défini de la maniére suivante :

gax (x,¥,2)¢
A(x.y,2) =¢ca,(x.y.2)+ (38)
&2, (x,y,2)5
Lerotationnel de A Sexprimeainsi :
afa, 13,9
¢ty fTz-
¢ i
{2 fal
rot(A)=¢ Yz fx + (39)
(; -
(T, Ta
CIx My~
9 -
e 2

En utilisant I'opérateur N, on trouve plus simplement :
rot(A)=N" A (40)
Entrée: lechamp vectorid A
Sortie: lechamp vectoriedd N” A
3.1 Théoreme de Stokes

On veut calculer lacir culation d'un champ vectoriel A le long d'une cour be fermée C. On
définit une surface S quelconque, mais dont le bord est délimité par C. On admet encore que
|les dérivées partielles de a, a, et &, sont continues dans toute une région de R® contenant S.
L e théoréme de Stokes sénonce ains :

Rpodi = N A)as= gk~ A)xnsds (41)

S S

Lacirculation de A lelong de C est égale al'intégrale de surface du rotationnel de A sur
n'importe quelle surface S dont le bord est délimité par la courbe C.
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Le sensde n (vecteur perpendiculaire & S) dépend du sens de I'intégration e long de C. On dit
de lacourbe C qu'elle est orientée. Pour connaitre le sensde 1, on applique larégle du tire-
bouchon: s un tire-bouchon effectue une rotation dans la direction définie par I'orientation de
C, le sens du déplacement du tire-bouchon donne le sensde n (voir Figure 6).

—

n

S

Figure6

3.2 Rotationnel d'un champ de gradient

Soit une fonction quelconque f(x, y, z). Si on calcule le rotationnel de son champ de gradient
on trouve :

3e‘ﬂadeo T off 60 ae'ﬂzf Pf 0

{yéfzo ‘ﬂzgﬂya—_ Clyiz T2y -

Q T C + 3@9
g‘ﬂgeﬂfo L G L co-

N~ R = gﬂZeﬂxQ; ‘ITXeﬂZz Qﬂzx'ﬂx ™z ¥ =¢ + (42)
c ; go:

C v adff ﬂaéTfQ_ ‘ﬂf B
Qﬂ?gﬂyg Ty&ixg STOTy  TyAx®
. p

& o

@O0

Lerotationnel d'un champ de gradient donne un champ nul. L'inverse est vrai : s le

rotationnel d'un champ vectoriel A est le vecteur nul, alors A est un champ de gradient. On
en conclut que la circulation d'un champ de gradient le long d'une courbe fermée est toujours
nul, ce que nous savions dgja (voir (30) page 7).

En regardant de plus pres (42), on remargque que le produit vectoriel N Kf acomme

opérandes N et un multiple de N': les deux opérandes du produit vectoriel sont ‘alignés, donc
le résultat est forcément nul.

10
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3.3 Rotationnel en coordonnées cylindriques
Le rotationnel d'un champ donné en coordonnées cylindriques A(r,j ,z) Sexprimeainsi :

® 1% T3
r 9 Iz

- O

fa, &, I (43)

Tz r -

1 1008) 1 .9(a)+
TN TN

2
>
]
OO0 00 0000

3.4 Rotationnel en coordonnées sphériques
Le rotationnel d'un champ donné en coordonnées sphériques A (r,q,j ) Sexprime ainsi :

@ 1 alinaa) fa,00
¢ r>&n(q) Tq Mo+

aem Slesna, Jo )

3.5 Exemple d'application

Soit le champ vectoriel A suivant :

" + 2y +dn( x’2)0

A =¢12x +arcty(y x) + (45)
g cos(xxy %)

Soit encore la courbe C définie par le cercle :

x*+y* =R? (46)
Le sens de C est |e sens trigonométrique (sens contraire des aiguilles de la montre).
Calculer lacirculation de A le long de la courbe orientée C.

11
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Résolution
On vacalculer cette circulation au moyen du rotationnel.

Comme C est comprise dans le plan xQOy, on va prendre comme surface d'intégration le cercle
délimité par C et situé sur xOy. Bien entendu, on pourrait choisir une autre surface, mais cela
n'aurait pas beaucoup de sens...

Comme C est orientée dans le sens trigonométrique, le vecteur dSet le suivant :
280
dS = cO-xdx xdy (47)
&y

On calcule le rotationnd :

e . ® y 0060

C - XX XXy X)- g————= +

_ . ¢ gl‘*yz’ng +
N~ A :gxz xcos(X?x2) - (- y>xz>6n(x xy xz))* (48)

C 12- (2) +

& o

On calcule lacirculation :
T:“N'A’)mls’:@; ..... =300 >dy = @jdx xdy =10 xR’ (49)
: ‘aoses

On voit que les deux premiers coefficients du rotationnel sont annulés par une multiplication
par zé&ro, donc on n'en tient pas compte ! En éant un peu malin, on se serait méme épargné de
lescalculer...

4 Divergence

Soit un champ vectoriel A défini de la maniére suivante :

8. (xy. 90
A(x,y,2) = ¢a (x,y,2) + (50)
&2, (x,Y,2)
Ladivergencede A Sexprimeainsi :
dv () =1, T3, | Ta, (51)
™x Ty 1z

12
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En utilisant I'opérateur N, on trouve plus simplement :
div(A) =N xA (52)
Entrée: lechamp vectorid A
Sortie: lechamp scalaire N xA
4.1 Théoréme d'Ostrogradski

On veut calculer le flux total d'un champ vectoriel A atravers une surface fermée S. On
définit V le volume délimité par S. On admet encore que les dérivées partielles de a, a et &
sont continues dans V. Le théoreme d'Ostrogradski sénonce ainsi :

Y 0S= G A v (53)
S \

Leflux de A atravers une surface fermée S est égale a l'intégrale volumique sur V de la
divergencede A .
4.2 Divergence d'un champ de gradient - Laplacien

Soit un champ scalaire f quelconque. Si on calcule la divergence de son gradient, on trouve :

= = Tadfo Tafo, Taafo_ 14 T T4
Df =NXNf) =—c=—=+ —¢—=+— I= + +
M =3 e WElys 128125 B¢ T 122

On appelle laplacien scalaire de f la divergence du gradient def, et on le note Df ou N .

(54)

4.3 Divergence d'un champ de rotationnel

Soit un champ vectoriel A quelconque. Si on calcule la divergence de son rotationnel, on
trouve :
N Ay= T8, Y30, Tefa fa,6, T fa,0

‘ng‘ﬂy 1z Tyelz WXg ‘Hzg‘ﬂx Ty o

Ta, Ta  Ta Ta , T8 Ta _ 0

oy x4z yz fyAix  9z9x 2y
Ladivergence d'un rotationnel est nulle. En observant de plus pres (54), on remarque que
N~ A est perpendiculaire & N, donc le produit mixteN XN~ A) est forcément nul.

(35)

4.4 Divergencel/laplacien en coordonnées cylindriques

Ladivergence d'un champ donné en coordonnées cylindriquesA(r,j ,z) Sexprimeainsi :

Nﬂzlvﬂ(ra)+1yﬂ% +ﬂaz (56)
roqr r o9 1z

13
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Le laplacien scalaire d'une fonction donnée en coordonnées cylindriquesf (r,j ,z2) sexprime
ans :

.. 2 2
szlxlg?xﬁ9+i2xﬂ—f2+ﬂ_f2 (57)
r ré frg ro 9 1z

4.5 Divergencel/laplacien en coordonnées sphériques

La divergence d'un champ donné en coordonnées sphériques A (r,q,j ) Sexprimeainsi

2 .
Rl drta), 1 fenge), 1 fa =)
r Ir r>an(q) T r>an(a) 1
Le laplacien scalaire d'une fonction donnée en coordonnées sphériques f (r,q,j ) sexprime
ans :

1 Ve, Tfo 1 ) T 6 1 1°f
Df = = %x—¢F %—i+——— %9 *—<+ - 59
e frg rosn(g) 198 o) Tag r’>&n’(q) 1j° &9

4.6 Exemple d'application

Soit le champ vectoriel A stivant :
@ 5x +sn(y’z) 0
A =carctg(x >z) +4y = (60)
g cos(x ) - 6z
Soit ercore la surface fermée S définie par |a sphére :
x?+y?+z2=R? (61)

Calculer leflux total de A atraversS.

Résolution

On va calculer ce flux au moyen de la divergence.
NxA =(5)+(4)+(- 6)=3 (62)
On applique le théoreme :

@A >dS= Gpf3)*dV = 3xvdume = 4pxR° (63)
S

\%
4.7 Autre définition de la divergence

Imaginons un champ vectoriel A défini au point P. Imaginons autour de P une surface
infinitésimale S de forme quelconque et de volume V. Ladivergence de A au point P vaut :

V® 0

R = im %@)0\ S (64)
S

14



Analyse vectorielle — gradient, rotationnel et divergence

Cette derniere équation illustre bien I'interprétation de la divergence. La divergence d'un
champ vectoriel A en un point P nous donne une grandeur de la 'source’ de A en ce point.

Si un champ vectoriel a une divergence nulle en un point, il n'y a aucune 'source' en ce
point.

Si un champ vectoriel a une divergence nulle en tout point (champ de rotationnel), ce
champ n'a aucune 'source'.

5 Laplacien vectoriel
Pour étre exhaustif, citons encore le laplacien vectoriel.
Soit un champ vectoriel A défini de la maniére suivante :
_ 8. (xY,2)0
A(X,Y,2) = ca (X y,2)+ (65)
&2, (x,y,2)5

Lelaplacien vectoriel de A sexprimeains :

Ha, , Ta , Ta0

¢Y%, Y%, . T4a,
éﬂx2 * Iy’ "z

2 2 2
gﬂx iy 1z : g@axg
— g‘ﬂzay +‘”Za“/ +ﬂza‘/: gD :
DA =gﬂx2 v W I=¢ * (66)
¢ * ¢on, -
o

Entrée: lechamp vectorid A
Sortie: lechamp vectorid DA

15
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6 Reésume
On va admettre un champ scalaire f et un champ vectoriel A .

6.1 Coordonnées cartésiennes

-
alf ¢
GIx+
Gradient Kif =Qﬂ—z
Gy ™
AL
efzo
fa, 12,0
cly 9z-=
Rotationnel N~ A :EE- ﬂiz:
1z 9fx .
13 T,
™ Tyg
Divergence Ry =Ta 18, Ta
x Ty 1z

EES AR i
x? * Iv? * 1z

Laplacien scalaire Df =

Laplacien vectoriel

=]
X
N
=]
<
N
2
[ K CE Rl K R B @)
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6.2 Coordonnées cylindriques

=1 9
glﬂrf+
Gradient R =CLud
Cr §j -
i :
e 1z ay .y u,>

e 1Ta T3 0
C r v 9z +
Rotationnel N A= fa, _ T2, N
§ Tz, T i
G 10a) 1 9(e,)?

flrg
§ qr r T E<u, U LUy >

Divergence Nmzlvﬂ(r’thyﬂ% +Ja,
r qr r9 Nz

: 2. 2
Laplacien scalaire  Df =1xlg?xﬂ9+i2xﬂ_f2 ﬂ_fz
r fré rg r 9 9z
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6.3 Coordonnées sphériques

e T 0
C 1ﬂrf -
Gradient Rf=¢ I T
¢ rMq -~
¢ 1 'ﬂf =

ar>an( g) ﬂJ QU gl >

®_ 1 dins) aqocs
¢ r>an( q) ‘Hq f
Rotationnel N A:g 1 Ha ‘nr>sn(q)><a =
cran(g) &f Iir S
¢ 1)@10 ) Ta,o N
% re fIr 19 o Etuu,w
Divergence Ra=Ld0a), 1 Wengpe), 1 fa
> 9 r>an( q) fq r>an(q) 1
. . 1 Ya, 10 1 I o 1 ﬂzf
Laplacien scalaire Df = = x—cfF° x—=+ x—c3 X—=++
» ? e Trg roun(q) 196 ") Tag r*>sn’(q) 9 °

18



