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| Introduction et Objectifs

Pour débuter ce cours un peu de PHILOSOPHIE :
La MECANIQUE est un sous-domaine de la PHYSIQUE dont la finalité est de prévoir et décrire les
mouvements, quantifier les efforts et les énergies. Dans la mécanique, on peut distinguer plusieurs
domaines :
» Systemes a I’échelle humaine et du systeme solaire possédant des vitesses lentes (<< a la
vitesse de la lumiére) : MECANIQUE NEWTONIENNE.
» Systemes a I’échelle humaine possédant des vitesses tres élevées proche de la vitesse de la
lumiére : MECANIQUE RELATIVISTE.
> Systémes a I’échelle atomique : MECANIQUE QUANTIQUE.

Dans ce cours de physique, nous nous limiterons & la MECANIQUE NEWTONIENNE que I’on
peut découper de maniére académique comme suit :
» Mécanique des SOLIDES RIGIDES.
> Mécanique des SOLIDES DEFORMABLES
» Mécanique des FLUIDES
que I’on appelle aussi Mécanique des Milieux Continus. Dans votre scolarité, vous aborderez de pres ou de
loin ces trois themes mais pour ce cours, nous nous limiterons au cas des SOLIDES RIGIDES.

Les objectifs de ce cours sont de vous présenter les outils théoriques et mathématiques utilisés en
mécanique newtonienne des solides rigides. Les travaux dirigés vous permettront d’utiliser ces outils afin
que vous puissiez vous en servir dans votre futur métier de mécanicien. Ces outils sont nécessaires au
mécanicien pour :

» prevoir les mouvements et les trajectoires,

> prevoir les efforts transmis dans les liaisons (rigides ou souples) pour les dimensionner,

> prevoir les efforts a transmettre par les actionneurs pour les dimensionner et les piloter
(asservissement),

» dimensionner des amortisseurs pour éviter ou favoriser des phénomeénes vibratoires,

» choisir la géometrie des solides pour obtenir une cinématique désirée,

» choisir la géomeétrie pour "mieux" solliciter les liaisons,

» déterminer les "efforts dynamiques™ (accélération) en préambule d’un calcul de déformations et de
contraintes (mécanique des milieux déformables),

> en résumé prévoir le fonctionnement d’un SYSTEME MECANIQUE et de plus en plus

(aujourd’hui) avant de le construire.

Vos acquis sont tels que vous étes déja capables dans de nombreuses situations simples de répondre
aux interrogations du mécanicien. Mais pour améliorer ces connaissances, les concepts théoriques de la
physique seront approfondis, mais surtout nous nous attacherons a utiliser au mieux les outils
mathématiques. Ces derniers peuvent sembler parfois trés abstraits, mais ils sont souvent trés utiles et
pratiques. Ils permettent souvent de résoudre judicieusement des problemes compliqués.

Dans chaque partie de ce cours des rappels ou des appels de mathématique seront présentés au
moment ou cela est nécessaire.
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I Cinématique

1.1 Cinématigue du point et notion de référentiel

[I.1.i Le point

La définition du point peut étre celle-ci :
Tout solide ou partie de solide que I’on observe de suffisamment loin de telle maniére que I’on ne puisse
plus mesurer ses dimensions.

[1.1.ii Nécessité d’un référentiel (espace-temps)

L’objectif de la cinematique du point est de décrire les mouvements des points indépendamment des
causes qui les engendrent. Pour étudier le mouvement d’un point il faut nécessairement un observateur qui
repere :

» la position du point par rapport a lui-méme

» I’instant correspondant a cette position (mesure du temps).
Afin de repérer la position d’un point on utilise naturellement la notion d’espace a trois dimensions. Du
point de vue mathematique c’est un espace affine euclidien (espace muni d’un produit scalaire, qui permet
de definir les distances et les angles). Dans cet espace on construit un systeme de mesure de la position

constitué de quatre points (notés O,A,B et C) non coplanaires tels que : OA soit une constante par rapport

au temps t, OB soit une constante par rapport au temps t, OC soit une constante par rapport au temps. Une
fois ces quatre points définis la position d’un point mobile noté M dans cet espace est complétement

déterminée dés que I’on connait les quatre distances : MO,MA,MB,MC.
Cas particulier :

- -

Généralement on choisit un repére orthonormé comme systéme de positionnement {O, T, J , K } qui
est tel que :

OA=T7,0B=7,

Avec ce systeme de mesure, pour repérer la position d’un point M il suffit de donner les
coordonnées (x,y,z) définies dans le repére {O, T, J , K }. Alors nous avons la relation suivante :

OM=xT +yj +zK

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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En plus du systeme de mesure il faut aussi pouvoir repérer le temps pour différencier chaque instant.
On utilise pour cela du point de vue mathématique un espace affine de dimension 1 (que I’on note quelques

fois {t1}).

Définition :
On appelle référentiel espace-temps (noté [7) le couple :

systeme de mesure de la position
systeme de mesure du temps (espace affine)

Le mouvement d’un point M est alors caractérisé par une application :

t -~ OM(t)

Si ces définitions paraissent tres mathématiques il est important de remarquer qu’en physique
experimentale pour décrire un mouvement on procede bien de cette fagon. Le repére définissant I’espace est
matérialisé par les systtmes de mesure (régles, lasers, optique,.....) utilisés pour caractériser X,y,z (par
exemple). Ces systemes de mesure utilisent des références fixes par rapport a I’observateur (mur d’une salle
de manip, étoiles dans le ciel, socle de la manip.,...).

L’espace affine du temps est physiqguement matérialisé par une horloge qui permet de mesurer le
temps tout simplement.

Une fois que nous avons défini le référentiel espace-temps (noté [) attaché a notre
OBSERVATEUR, il est important de prendre conscience que toutes les observations faites par cet
observateur seront indissociables du référentiel. Si I’on change d’observateur et par conséquent de
référentiel, la description de la cinématique du point étudié (mouvement, vitesse, accélération) change
aussi. Toutefois dans le cadre de la mécanique de Newton I’hypothese suivante est faite :

Hypothése fondamentale de la mécanique Newtonienne :

Lorsque deux observateurs distincts suivent le mouvement d’un méme point, ils utilisent leur propre de

systéme de mesure de la position, MAIS ils utilisent la MEME MESURE DU TEMPS. Les horloges sont
synchrones.

Cette hypothese traduit le fait que I’espace et le temps sont découplés. Expérimentalement il a été
prouvé que cette hypothese est fausse et que le temps et I’espace sont deux entités intimement liées. Dans la
réalité physique, le temps évolue differemment suivant I’observateur et plus précisément suivant son
mouvement dans I’espace. Toutefois cette imbrication du temps et de I’espace n’est pas perceptible pour
des vitesses faibles par rapport a celle de la lumiere et elle est difficilement mesurable avec des systéemes de
mesure classiques du temps.

[.1.iii Trajectoire, Vitesse et Accélération — cinématigue analytique

[I.L.iii,a  Trajectoire
Définition : La trajectoire est I’ensemble des positions prisent par le point M observé dans le reférentiel 7

lorsque le temps varie.

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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Une trajectoire est une courbe dans I’espace parameétrée par le temps. Par exemple le mouvement
hélicoidal uniforme d’un point a une trajectoire définie par :

K

y =rsin (t)

{x =rcos ()
z=ht

r : rayon de I’hélice

La position du point & I’instant t; est définie par : OM(ty) = x(t.) T +y(t) j +z(t) K avec:
X(t1) =rcos (ty)
{Y(tl) = rsin (ty)
Z(tl) =hty
[I.1.li.b  Vitesse

La trajectoire est I’indication essentielle qui a elle seule contient toutes les informations concernant
le mouvement. Par exemple entre deux instants t; et t, on peut mesurer la distance parcourue et définir la
vitesse moyenne :

Vitesse Moyenne (Vmoyenne) : C’est la distance parcourue D; dans un intervalle de temps At rapportée a cet
Di
At

intervalle : Vmoyenne =

Lorsque I’incrément de temps tend vers zéro (At — 0) nous obtenons la vitesse instantanée a un
instant t :

Vitesse instantanée (Vinstantannée) @ UN instant t : C’est la limite vers laquelle tend la vitesse moyenne lorsque

I’intervalle de temps At tend vers z€ro: Vinstantannée = AIltm0 —! ou D; est la distance entre les positions prisent

At
YA}

. At
par M aux instants t - 2 ett+ EX

Dans ces definitions "simples” de la vitesse nous n’avons aucune indication sur les changements de
At

N . i . e ) At
direction dans la trajectoire du point M. pourtant entre deux instants définis comme suit t - > t+ > le

vecteur position OT\/I(t) a évolué en direction et en norme. Ce changement est matérialisé par le vecteur :

T

{ At — At — At
M(t-E)M(HE) = OM(t - E) - OM(t + E)

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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M(t -%)

At
M(t + 2)

R
-
R
-
R
R
-

On définit alors les vecteurs suivants :
L L
At At At At
M(t -E)M(t +E) ) OoM(t +E) - OM(t -E)
At B At

Le Vecteur Vitesse Moyenne : Vi, =

Le Vecteur vitesse instantanée du point M a I’instant t :

LL At L At
OM(t +) - OM(t- )

At

qui est par définition la dérivée vectorielle de la fonction vectorielle OM(t) définie dans le référentiel 7

que I’on note : —
e d —
VvV (M/O) = a[OM(t)}u

Cette dérivée n’a de sens que si la fonction vectorielle est continlment dérivable.

Dans cette définition sont contenues la vitesse instantanée Vimsanamee = ||V (M/O)|| et les

informations sur la direction du changement de direction dans la trajectoire du point M a I’instant t.
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Unités : V (mM/0) = [OM(t)} métres/seconde (m/s) S.1.

‘¥ seconde

» dans le secteur automobile : kilométres par heures (km/h), milles per hour (Mph),
» dans le secteur des machines outils : millimetres par minute (mm/min).

Exemple de calcul :
Dans le cas du mouvement hélicoidal uniforme

vV (M/O) = oMo = d—t[x(t) Ty T 20 Ky
en appliquent les régles classiques sur I’opérateur dérivé, nous obtenons

Vowmy =20 7 B0 7 B0 g DTk X T ok 20 S Kok

Comme les vecteurs de base 1, j, K sont liés au référentiel O leurs dérivées sont nulles, car les vecteurs
sont fixes dans le référentiel. Finalement tout calcul fait nous obtenons :

V(M/O)=-rsin(t) T +rcos(t) J +h K

X(t) = r cos (t)
puisque {y(t) =rsin (t)

z(t)=ht
Cette expression de la vitesse dépend de la maniere dont on repére le point M. Pour illustrer ce propos, au
lieu des trois composantes x,y,z nous utilisons la notion de systeme de coordonnées cylindriques, c’est a
dire :

OM=r & +2z K ol e estun vecteur radial qui tourne avec le point M. La position angulaire de ce

vecteur par rapport & 1 est notée 8 = t. La valeur de r est constante au cours du temps et Ialtitude z est
variable au cours du temps. Si I’on repere ainsi le point, la vitesse se calcule tout aussi simplement :

V(M/I:I) OM(t)L-dgt[r e +2 k}

ce qui condUIt a:

V (M/O) = gt oT\/l(t)L = rd%[eﬂ ﬂf K

En projetant e, sur les axes de la base cartésienne nous obtenons :
e =cos(t) T +sin(t) |

%[Er]u =-sin(t) T +cos(t) | = es

Finalement V(M/O) = r eg + h K ou I’on retrouve une composante de rotation plus une composante
d’ascension.

Remarque :

Si la trajectoire (notée /) est paramétrée par un arc de courbe (noté s) alors la position du point M est
définie par la fonction vectorielle :

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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s - OM(s)

d
La vitesse se calcule de la maniére suivante V(M/I:I) [OM(S)JD at

ou la direction du vecteur T =4 OM(s) g est identique a la direction tangente a /.

Propriété : Le Vecteur Vitesse du point M est tangent a la trajectoire /-

Exemple simple : trajectoire circulaire bidimensionnelle

longueur d’arc

40\ Y s =req

NI

Vo) =2 [OM(S)JD = %[OTVI(S)L r% avec- c? [OM(S)JD =y

V(M/O) = r‘zj? eo

—i
!

ot) >

\/ .
Remarque :

Le calcul de la vitesse se réduit au calcul de la dérivée par rapport au temps d’une fonction vectorielle. Le
calcul dépend du paramétrage utilisé pour repérer le point que I’on observe :
Par exemple dans le cas du mouvement hélicoidal :

OM=r ¢ (t) + z(t) K

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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OMM =x(t) T +y(t) ] +z(t) K

[.1.iii.c Cinématique analytique — calcul des vitesses
De maniére plus formelle on peut utiliser une autre maniére appelée cinématique analytique. La
mécanique analytique est une approche entiérement mathématique du probleme physique de fond.

Théoréeme fondamental pour le calcul des vitesses :
La position du point M dans le référentiel dépend de n parametres indépendants qui évoluent au cours du

temps : OM(t,qs, Qz,......... , On). La vitesse est définie par les variations par rapport au temps de la fonction

vectorielle t — OM(tau(t), a(t),......... , On(1). (Remarque: O O au référentiel [ et les paramétres
définissent bien la position du point M par rapport a [1) :

Si on consideére (t,0;,09,........ s 1, O2reeeenes , 0n) comme indépendants alors la vitesse du point M par
rapport au référentiel [I:

- d - o - dg; o - 9 JOM
V(M/O) =g OM(t)L:a—m[OM(t)L—fthaqz omaﬂD ittt ag, OM(t)L—(;‘; T

que I’on écrit plus simplement :

3

—

dOM ., 9OM . a0M ; aowl N JOM(t) d0M
V(M/D)_ o] Gt 0Q2 G2 ¥ aqn AT |21 i | Gi + ot

—

. OOM . , . . X . .
ou —aq représente 1’évolution du vecteur de position lorsque le paramétre g varie, et Gy représente
1

I’évolution du parametre au cours du temps.

—

0OM . - . " . -
Le dernier terme 9t est présent dans le cas spécifique ou le vecteur position dépend explicitement du

temps.

Théoréeme :

—

0OM
La vitesse du point M dans le référentiel O est la somme de n vecteurs V. = —aq V étant la vitesse
I

qu’aurait le point M si tous les autres parametres g;(t) avec j # i étaient maintenus constants (;(t) = 0;(to))
a I’exception de q;i(t).
Ce principe de superposition n’est valable qu’a I’instant consideré.

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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Exemple :
A K
» >
J

OM = r(t) e (6(t)) + z(t) K, les parametres définissant la position sont r(t), 6(t) et z(t) par conséquent :

GOMO d0M s OOM . OOM

V(M/I:I)- + 39 0+ o7 z+ 9t . Le dernier terme est nul dans ce cas.
oM _ . de oK 3z, - de _, 9K _ 0z _
or & e T Tor < T O @or TV ar T ar T

Les deux derniéres égalités viennent du fait que les paramétres sont supposés indépendants. Dans la suite
on ne présentera plus ces termes.

JOM _ 0e K _ de - 9K _ .
0 ~ "0 299 "' Carag = Ce €lgg =
oM _ de 0K - - e _ 0K _

9z "oz e TK=K car 5, =0et75, =0
Finalement :

V(M/O)=Fe +r6es+2K

[1.1.iii.d Accélérations

L accélération est la quantité physique qui caractérise I’évolution de la norme et de la direction de la
vitesse.

2
F(wi0) = [V(M/D)J d[dOM(t)] -4 oT\/l(t)L

Unité : m/s® métre par secondes au carré
On mesure I’accélération dans une direction avec des accélérometres utilisant le phénomeéne
piézoélectrique.

Si I’on utilise comme paramétrage I’arc de courbe (trajectoire)

r(M/0) = [V(M/D)]D = [ gﬂﬂ =dt [ ]D dt * d?i;

Oua[?]n [ ]D at
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- d .7 (ds¥ _ d°s

F(M/D):E [T]D(aj TG

dr. o N .
ds [ T ]D est un vecteur unitaire orthogonal a T dirige vers le centre de courbure de la trajectoire.

L’accélération se décompose en une composante suivant la tangente a la courbe et une composante
orthogonale a cette tangente. Cette derniere correspond au changement de direction du vecteur vitesse au
cours du temps.

[I.1.iii.e Cinématique analytique — calcul des accélérations

En utilisant le théoreme fondamental on peut aussi calculer I’accélération de la maniére suivante :

dl0OM . 9OM . dOM . 9OM
I'(M/I:I) V(M/I:I)} {qu g + 3 0 I + 3, 0+ 5% L

_aOM oo OOM oo dOMo. 0 [0OMs , i[dOT\/I} .
P (/D) ="3q, @+ g, Gzt g Tl 6q1( 00; ]m " a0 9ay 1%

i[aom} . i[aom} ) i[dOT\/IJ . i[aom} . 9°0M
Faga agr JAbn T F a0 UTag, A Tagl ot I T Tagl ot I o

S OOM oo 9%0M o o OZOMO 9%0M
FMID) =25 9132 5q0 99 * 3 ag ot 9 * o2

C’est une expression barbare dont le calcul peut étre traité par des logiciels de calcul formel (c’est a dire
que les opeérations peuvent étre traitées formellement par un ordinateur). Cette expression est valable si le
vecteur position n’est pas une fonction explicite du temps. Dans le cas contraire nous obtenons :

[1.1.iii.f Quelgques relations fondamentales - Formule Cinématique de

Lagrange
Il existe des relations entre les dérivées partielles qui servent a la simplification de certaines expressions :
Vv (M/O) _i{aoTvl . 90OM. ~ 30M. 9OM| _9OM
aai 0 aai o0 d1 a0, Qo + eevenen. s o gt P aq; 0

dV(M/O) _ 9OM

3G o %

Formule de Lagrange :

oM  d[ - oM  d| - oM | d | ooMm
rwo)y=— % E[V(M/D)JD— =ge| VWD), 5= |- Vwio) dt[ }
i |0

ole]
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Nous avons la relation suivante :

d

d JOM
dt

0q;

d0M
0q;

. D {GOT\/I
0 37t aq;

n
0

=3 -
L

[} _]=1 CIJ
et en permutant les dérivées partielles :

d0M
0q;

d
dt

_9| JooM . 9OM|_aV(wn)
o-og| & ag gV ot | ag

=1

En utilisant la relation précedente nous arrivons a :

V(M,D)ﬂzﬂﬂl

F(M/D)agM - {V(M/D) 4—1\/ M/D

Qi [

2
F(M/D)GSM <d{ } aa_> , [V(M/D)}

opérateur

Il.1.iii.g  Cas simples a mémoriser

Mouvement de rotation autour d’un axe fixe {O, K }

= - - = 0 — N
OM(®) =x(®) T +Y(0) ] pl =y oos B0 OM =1 & (6(1)

vV (M/0)

TA \& e

M
K /N\ew
@ >

© 7
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Vitesse :
VMIO)=XT +y 7 V/(M/O) = 18 e

o
ou O est la vitesse angulaire de rotation.
Montrer que ces deux résultats sont équivalents.

Calcul de I’accélération

- dl - o
r(w/o) =g V(M/D)L=dtx
ou

- dl - o
F(M/D):&[V(M/D)L=dt 8 )a=r8 e+ Lo

—

d — o
avec : i 99:||:| =-0¢

F(M/O)=rB e -rb2eg
La composante : r 6 ep est tangentielle, et elle due a I’augmentation de la vitesse de rotation : ©.

Q5 — . R . . .
La composante - r 6 % e, est centripéte et elle est due & un changement de direction du vecteur vitesse

A Composante .
I tangentielle €
— /

Comp
centri

(o)
G
—Y

K O

[1.1.iv  Changement de référentiel

Soit deux référentiels associés a deux observateurs distincts, ces deux référentiels sont notés : (Op o) et
(O1,01). Chaque observateur a défini une base orthonormée matérialisant son référentiel.

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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L’observateur en Og -
Jo o M(Xo,Y0,20)
(X1,y1,21)
> i
Oy
Ko S h
(O -------
1

L’observateur en O

Comment sont reliées les vitesses V (M/Oy) et V (M/0;) ?
Pour obtenir cette relation nous allons simplifier la démonstration en se plagant dans une base orthonormée

V (M/Og) = %[O(TMLO = %[OJOJDO = %[OTMLO

- - d nd d —
V(M/Do) = V(Oj_/Do) + dt X1 h ty1 1+t2Z; kl]l:lo

=

= = d - d d| - o o - o —
V (M/Oo) = V(OI/DO)+Xla|:|l:|ﬂo+yla[h]ljo+Zla|:kl:||:|0+xl i1 +y1 1+ ke

U U U
- d[ - J df - J -
V(M/Do) = dt 00, O + dt O1Mum1 Oo + V(M/Dl)
En contractant les deux premiers termes :
— d e —
V(M/Do) =+ E[OOMDIDJDO + V(M/Dl)

on obtient :

V (M/Og) = V (MID/Og) + V (M/O4)
Lorsque deux observateurs distincts suivent le mouvement d’un méme point, les vitesses sont reliées par la
relation de composition des vitesses :

V (M/Og) = V (MID/Dg) + V (M/O4)

On appelle Oy le référentiel absolu et [0 le référentiel relatif

La vitesse absolue est : \7(M/ o)

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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La vitesse relative est : \7(M/EI 1)

La vitesse d’entrainement est : V (MIIIO,/0o)
Dit autrement la vitesse absolue est égale a la vitesse relative, plus la vitesse d’entrainement. Cette relation
n’est vraie que dans le cadre de la mécanique newtonienne.

[1.2 Cinématique du solide

[1.2.i Notion de solide, rigide - Notion de champ

Comme cela a été présenté précedemment, tout solide que I’on observe de suffisamment loin est réduit a un
point. A I’inverse lorsque I’on étudie un solide en I’observant de pres on voit une infinité de point. Ceci
veut dire que tout ce que nous venons de definir dans le paragraphe peut s’appliguer au cas du solide.
Dans ce paragraphe et ce cours nous supposerons que le solide est rigide :

Définition :

Le solide S (constitué d’un nombre infini de points géométriques) est considéré comme rigide, si la
distance entre deux points guelcongues de S ne varie pas au cours du temps.

Cette derniére condition va dicter les vitesses de chaque point du solide. Pour tirer profit de cette
particularité, nous introduisons une nouvelle notion mathématique qui est le champ.

A chaque point M du solide (noté S) on associe le vecteur vitesse V (MOS/O) du point M appartenant au
solide en mouvement par rapport au référentiel 0.

M - V(MOS/O)

L’ensemble des vecteurs V (MOS/O) s’appelle le champ qui est composé d’une infinité de vecteurs
vitesses puisque le solide S est constitué d’une infinité de points.

Ce champ de vitesses n’est pas quelconque, il est tel que les distances entre les points sont conserveées.
Prenons par exemple deux points As et Bs appartenant au solide (d’ou I’indice S), la distance (d) élevée au
carré vaut :

d? = AB; » AB;
Si I’on dérive cette égalité par rapport au temps, on obtient zéro car la distance est constante par rapport au

d
temps, a(dz) = 0. Par conséquent :

— —

%[A:Bs ) SBJ = %[A:BJD ¢ A:BS + A:Bs * %[ASBJD =0

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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or %[A:BJD = %[A?OL % [OTBJD

%[A: jl:l = '%[O_As]lj +% [O_és}lj
CiPy ju = V(BOS/O) - V (AOS/O)

Reprenons I’égalite :

d - } > - dl - ]

dt AsBsp * ABs + ABs dt AsBslp =0

comme le produit scalaire est commutatif :
d - ] -

2 dt AsBs (m] ® AsBs = 0

ou encore

[V(BDS/D) ; V(ADS/D)} « AB;=0

On en déduit la relation FONDAMENTALE :

V(BOS/O) » ABs = V (ADS/O) » ABs

Un champ Vvérifiant cette égalité est appelé champ équiprojectif

(projection -produit scalaire).

F Vv (ADS/D)

V (BOS/O)

Quels que soient les points M et N appartenant au solide, leurs vitesses sont liées.
Nous introduisons alors une nouvelle notion mathématique : le torseur. Nous verrons I’utilité d’un tel outil

apres avoir présenté quelques bases mathématiques des torseurs.
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[1.2.ii Champs équiprojectifs - Torseurs

Définition :
Un champ de vecteur W défini dans un domaine D du référentiel O est équiprojectif si :

PQ « (W(Q)-W(P)=00PetQ D

Proposition :
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Le champ W est équiprojectif.

(ii) Il existe un opérateur linéaire antisymétrique tel que pour tout point Pet Q de D :
PQ - L (PQ) =W(Q) - W(P)

(iii) 1l existe un vecteur :

W(P) = W(Q) +PQ 0 O

Démonstration :

(i) = (ii)

Si L est un opérateur antisymétrique, nousavons J U et V: U e L(V)=-V « L (U)

Développons le produit scalaire : P_Q o L (P_Q) = P_Q . [\TV(Q) - \TV(P)] =0
PQ * [(W(Q) - W(0)) - (W(P) - W(O))] = 0

(PO +0Q) « [L (OQ) - L (OP)] =0
En développant :

PO« [L (OQ)] + OQ - [L (OQ)] - PO« [L (OP)] - OQ « [L (OP)] = 0
Par équiprojectivité :
0Q -« [L (0Q)]=0

_PO«[L (OP)]=OP« [L (OP)] =0
Par conséquent, nous obtenons :

PO [L (OQ)]-OQ-~ [L (OP)] =0
Ou encore .

OP < [L (OQ)] =-0Q - [L (OP)]
Ce qui montre bien que I’opérateur est antisymétrique !!

Il faut démontrer que L est linéaire : soit deux vecteurs quelconques notés U, et U ».
Soit deux scalaires A; et A, quelconques, alors pour tous vecteurs V :

MUz +AU)eL(V)+VeLAU1+AU)=0
MUzeL(V)+AUoeL(V)+VeLAiU1+AU2)=0

-)\1V o L(Hl)-)\z\_; . L(Ug)"‘ Ve L()\1U1+)\zﬁz):0
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Vel[-ML(UD-AL(U)+LMU1+AU2)]=0

comme cette égalité doit étre vérifiée quel que soit le vecteur v, par conséquent :
ML(UD+AL(U)=L\Ui+AU))

ce qui montre par définition la linéarité de I’opeérateur L .

(ii) = (iii)

W(P) =W(Q) +PQ 0O

W(Q)-W(P)=QPO1Q

L(PQ)=QPOQ

ou L (PQ)=Q OPO

Aprés avoir choisi une base, I’opérateur linéaire antisymétrique est représenté par une matrice
antisymeétrique que I’on écrit (par souci de limiter les calculs futurs) :

0 - w
[Al=] w3 0 -
-ap w0
Si le vecteur PQ sécrit PQ=x; T +Vy1 | +21 K dans la base d’écriture de la matrice A
0 - w X1 Wy X3 - W3 X2
LPQ)=[A].PQ=] w 0 -own [.| X2 |=|] yXp-wX3 [=Q OPQ
- w0 X3 Wy Xz - Gy X1
Wy
ou Q =| w2 |estappelé le vecteur résultant du champ équiprojectif.
(OVF}

Pour montrer I’équivalence de toutes les propositions, il faut établir (iii) = (i)
L (PO) = Q 0PQ

P_Q oL (P_Q) = P_Q . (5 O P_Q) c’est un produit mixte

Q0 P_Q est perpendiculaire a P_Q par conséquent : P_Q oL (P_Q) =0

Quel est I’intérét de tout ceci ??
Un champ équiprojectif peut étre représenté par :

> une résultante : O (vecteur libre)

» un moment \TV(Q) (vecteur lié)

L’association de cette résultante et de ce moment est appelé torseur.
Q est appelé la résultante du torseur

\TV(Q) est appelé le moment en Q du torseur.
Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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Le torseur se note : {F}Q =

—

W(Q)Jq

Le moment varie d’un point a I’autre suivant la relation :

—

W(P) = W(Q) + PQ 01 O

appelee FORMULE DE CHANGEMENT DE POINT DU TORSEUR.

Torseurs particuliers
» Un glisseur se présente sous la forme :

{F}Q={u_, }
MADOU 0

Il est défini par un simple vecteur lié (A, ).
La particularité d’un glisseur est qu’au point A, le moment s’annule.
» Si larésultante du torseur est nulle, le torseur s’appelle un couple :

—

0
{Fre=1" 1 ={C)o
Clq
Quel que soit le point considéré, le torseur possede la méme expression :

{Cr={C}o

[1.2.iii Dérivation d’'un vecteur mobile

Dans le cas particulier d’un solide constitué de deux points rigidement liés nous avons la relation :

V (POS/O) = V(QUS/O) + PyQs 0 O
ou bien

V (POS/O) - V(QUS/O) = PO, [ O
d’apreés la définition des vitesses :

((ijt O_|5j|:| - ((ijt O_QJD = éjt Q:Pju

donc

d — e End e End e e
qt QSPJD =PsQs 0 Q(QsP/0O) = Q(QsPs/00) 11 QsPs
Si on choisit les deux points Qs et Ps tels que Q:PS soit un vecteur unitaire noté U

Nous obtenons la relation fondamentale de dérivation d’un vecteur unitaire :

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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ou Q (U /0O) est le vecteur vitesse de rotation du vecteur U en mouvement par rapport a 0.
Exemple :

-1
)

d — - — — o — o4
a[er]g =Q(e/O)0e, =0k Oe, =0 eg
Le vecteur e, tourne autour de I’axe {O, K } avec une vitesse angulaire de rotation égale a 6.

[1.2.iv Dérivation d'un vecteur de base — en cinématigue analytique

a(d - j ol Dau . ou (= _ -
U= Y5 G+=| =—=\Q(T/0)0
aqi dt[U()iL:l a qullu ql at 0 aql( (U ) U)ll:l

aq; Elach o LRFTY o - 0dio
( Q(d/0)0u )|u = o(ﬁ(ﬁlm))h Ou+Q(u/0)0 ‘Z(U)m
i a4 aqi
a(z (U)ll] =0
i

Nous obtenons finalement :

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
Auteur JCG
21/94



iere année

@E Ecole Nationale Supérieure de Mécanique et d'Aérotechnique

Ll
= Cours de Mécanique analytique 1 Cinématique

ol

[1.2.v Torseur cinématigue

Revenons a la cinématique d’un solide rigide. Nous avons montré a partir de la condition de non-

déformation que : [V(BDS/D) - V(ADS/D)} e AB,=0
Cette relation traduit le fait que le champ de vitesse est équiprojectif, c’est donc un champ de moment

torseur. Par conséquent, il existe un vecteur résultant Q qui est le vecteur vitesse de rotation instantanée du
solide S en mouvement par rapport au référentiel O.

Théoréme :

A chaque instant t, il existe un vecteur Q (S/00) appelé Vecteur Vitesse Instantanée de Rotation du solide S
en mouvement par rapport au référentiel O, tel que pour tous points Q et P de S,ona:

V (POS/O) = V(QOS/O) + PQs 0 Q(S/0)
ou bien

V (POS/O) = V(QOS/O) + Q(S/0) 0 QP

Définition :
On appelle torseur cinématique du solide S en mouvement par rapport au référentiel O :

(V=12
vV (MOS/O))

Quel est I’intérét de cette écriture ????
Si I’on connait ce torseur (deux vecteurs) on connait TOUT LE CHAMP c’est a dire la vitesse en tous les
points d’un méme solide (c’est a dire en une infinité).

[1.2.vi Conséguence sur la composition de mouvement de points matériels

Nous avons vu que par rapport aux deux reférentiels (O o) et (O1,0;) les vitesses sont reliées par la
relation :

V (M/Og) = V (MIOL/Dg) + V (M/O4)

Dans le terme correspondant a la vitesse d’entrainement \7(MD]]D1/D0) le point M est lié au référentiel
(041,01) qui possede un mouvement de corps rigide par rapport au référentiel (Op o), par conséquent en
utilisant la formule de changement de point nous obtenons :
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V (M/Og) = V (O1(04)/0o) + Q (O04/0) DOM + V (M/L)
En dérivant dans le référentiel O cette égalité, on obtient :

[ (M/Do)— | (M/Dj)
O, (I 4)/0o) + d |:Q 04/Oo i||:|o 0O:M + Q(0,/00) U(Q(O1/0Oo) 0O1M

+ 2 Q(Dl/Do) U V(M/Dl)
Le premier terme est I’accélération relative, le second terme est I’accélération d’entrainement et le dernier
terme I’accélération de Coriolis.

[1.2.vii Torseur cinématique de Lagrange pour un solide :

Pour la suite la relation entre les dérivées partielles utilisée est :

dV(M/O) _ 9OM
6& [ aqi [u

En utilisant la formule de changement de point dans les solides

V(QUS/O) = V(POS/O) + Q(S/0) OPsQs

Alors i 2YQUS/D) _aV(POS/D) - 20(S/0) PO,

- = OPO, + Q(S/0) O3
o o oG o g m Qe+ (/) oq; 1o

En remarquant que le vecteur position n'est fonction que des paramétres de position et du temps
(t,07,02, e ,dn) nous obtenons :

dV(QUS/O) 9V (POS/O) . 99 (S/0)
6& o aai o aai o
et en appliquant la premiére égalité :

LPsQs

900, _ 40P, +05(S/D)
00i o 0Gi o 0qi 1o

LPsQs

C’est la définition d’un champ de moment de torseur. On définit alors le torseur cinématique relatif au
parameétre gj qui " représente " la contribution du parametre g; sur le champ de vitesse au point considéré.
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torseur cinématigue relatif au parameétre q; :
(
0Q(S/0)
o. 0
{Vais/myJu =+

dV(M/O) _ JOM
\ aai 00i o

@ M Point geometrlque de contact

A I

Zoom M O Sol noté Mgy

Soit une roue qui roule sur le sol la vitesse du point géométrique de contact se calcule de la fagon suivante:

n — —
ﬂ dOM() . . AOM
V(VDED aCIi()H:I i+

i=1

avec OM =x X et le seul paramétre de position pour repérer ce point M étant q1= X

JOM() _ AOM(1) .

aqi IO 0X [u
oM
t at - 0

d'oll la vitesse recherchée : V (M/00) = X X

La vitesse du point de contact appartenant au solide se calcule comme précédemment mais les paramétres
de position changent : OMyoue = OGroue *GMioge.

DonC O_Ii/lroue =X ? + R 7 - R Vroue-
Les paramétres de position pour repérer ce point Myoue Sont g;= x et g,=0.
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Auteur JCG
24194



iere année

@E Ecole Nationale Supérieure de Mécanique et d'Aérotechnique

Ll
= Cours de Mécanique analytique 1 Cinématique
=/

, Mie o 00Me 3 IOM
V(Mrouell:l) - aOaXI'OUE||:I X + aoaemue“:I e ao at roue

0OM roue _ o _aOM roue _ R a_)! roue

ox o ’ 00 o ) 06

ao_li/l roue _ R
a 0

- , . a kv
A ce stade il est nécessaire de calculer géoue :

d — a_) 2 N — 2 - a_} —
a[ymue]g =—%9 =07 0Viowe=-0 xroue;doncnousavons:—%L X roue

d'odl la vitesse recherchée : V (Myowe/0) =X X +R 8 X
La réussite du calcul ne tient qu'au bon choix des parametres définissant la position du point M

[1.2.ix Quelques mouvements de solide particuliers

[1.2.ix.a Mouvement de translation d’'un solide

Le champ des vitesses est indépendant du point considére

0P, M OS V(POS/O) = V(MOS/O)
Le torseur cinématique se présente sous la forme suivante

—

{Vsioypu= 8
vV (MOs/O) M
Le torseur cinématique est un couple.

[1.2.ix.b Mouvement de rotation d’'un solide autour d’'un axe fixe

Un solide S a un mouvement de rotation autour d’un axe fixe si et seulement s’il existe deux points As et B
tels que :

V(ADS/O) = 0

Vv (BOS/O)=0
Les vitesses de A et B appartenant au solide S sont constamment nulles. La droite (AsB;) est I’axe de
rotation. Le vecteur vitesse de rotation est colinéaire a (AsBs).

V (ADS/O) = V(BOS/O) + ABs 0 Q(S/0)
comme V (ACS/O) = V (BOS/O) = 0
A:Bs 0 ﬁ(S/EI) = 0 = Q est colinéaire aA?BS

Tous les points C appartenant au solide S de la droite (AsBs) de I’axe de rotation ont une vitesse nulle :

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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V(COS/O) = V(ADS/O) + CA, 0 Q(S/0)

—

= 0 + 0 car CS_AS est colinéaire & Q (S/0)

Construction du champ des vitesses d’un solide en rotation autour d’un axe fixe :

Par souci de simplicité supposons que le vecteur de vitesse de rotation Q(S/0) du solide S en mouvement

par rapport & O est porté par I’axe (O, K)

A K

-1

Le solide tourne autour de I’axe {O, K }, on lie au solide une base (O, is,js,Ks= K ). On définit I’angle 0
entre les deux axes (O, i) et (O, ).

Soit un point situé sur I’axe (O, T s), ses coordonnées dans la base (O, is,js,Ks) sont (Xs,0,0). La valeur X,
est invariable au cours du temps car le solide est rigide.

Calculons \7(PDS/I:I)

Le vecteur 1 s tourne au cours du temps puisqu’il est lié au solide qui lui méme tourne autour de (O, E).

ie=cos0 i +sind j
d—» o - o -
sJo=-0sinB i +08cos0 j
8], Bsino T+ Beoso
d.—»] o . - - o - - o —
i 1s 0=0[-sinB® i +cosB j]=0)sdonc V(POS/O)=%s0 ] s

Nous pouvons utiliser la relation :

V (POS/O) = V(O0S/O) + Q(S/0) 0OP, avec V (OTS/O) = 0 car O [ 4 I'axe
xs 072 = Q(S/0) Oxs v

ce vecteur est porté par Ts donc Q (S/0) est porté par I’axe %

donc Q (s/0) = 8 K ou B est la vitesse angulaire.
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Tracé du champ

AR
e
e L/—V
N )-J.-)

V (POS/O) = xs O]

Si x; = 0 alors Ps= O, V (00S/0) = 0
La vitesse est proportionnelle a xs c’est a dire a la distance de I’axe.
Tout point P du solide S dans son mouvement par rapport a O décrit un cercle dont I’axe est I’axe de

rotation (I’axe (O, V) dans notre exemple) :

Tous les points font un tour dans le méme intervalle de temps. C’est pour cette raison que les points situés a
la périphérie ont une vitesse plus importante que ceux situés plus prés de I’axe. Effectivement les points
extérieurs doivent parcourir une plus grande distance dans le méme intervalle de temps.

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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[1.2.ix.c Mouvement plan sur plan

Un mouvement est dit plan si toutes les vitesses sont coplanaires a un méme plan Tt On peut donc se
limiter a I’étude des vitesses dans ce plan. Le champ des vitesses est tel qu’il existe un vecteur de vitesse de

rotation orthogonal au plan Tt: Q(S/0). Notons K la normale au plan Ttalors on peut écrire :

Q (S/O)=wkK.
Comme les vecteurs vitesses des points appartenant au solide S en mouvement dans le référentiel O sont

paralléles au plan T les vecteurs vitesses sont tous orthogonaux & Q (S/0) = w K :

OPOS V(POS/O)« Q (S/0)=0 ,
Dans un mouvement plan a chaque instant t il existe un point | appelé CENTRE INSTANTANNE DE

ROTATION tel que V(10S/0) = 0. A I’instant t le point | est sur une droite orthogonale au vecteur
vitesse V (POS/O) passant par P.

V (POS/O) = V(I0S/0) + Pls 0 Q(S/0)
Pl e V (POS/O) = Pels » [Pols 0 Q(S/0)]
le résultat du produit vectoriel est orthogonal a P:Is donc :

Py« V(POS/O)=0

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
Auteur JCG
28/94



p . . iere année . .
ours de Mécanique analytique 1" Cinématique

E Ecole Nationale Supérieure de Mécanique et d'Aérotechnique
=2 C
=/

Construction graphigue

Si I’on connait deux directions de vitesse en deux points distincts As et Bs . Le centre instantané de rotation
est situé a I’intersection des deux normales aux directions des vitesses (notées Dy et D) elevées aux deux
points A et Bs :

A D,

T

Si I’on connait de plus la norme d’une des deux vitesses, alors le vecteur vitesse de rotation peut étre
entierement déterminé.

Dans le cas d’un mouvement plan quelconque, si a un instant t donné le point | correspond a un point
particulier du solide S a I’instant suivant le point I correspond a un autre point du solide. Au cours du
mouvement, I’ensemble des points du solide qui ont été CIR a un instant donné de I’histoire est appelé la
ROULANTE. et I’ensemble des positions des CIR dans le réferentiel O est appelé la BASE.

Exemple :
Chute d’une échelle le long d’un mur (cas le plus simple de construction d’un CIR)

A_'_) -_>

mur

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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La roulante roule sans glisser sur la base

Nous introduisons une nouvelle notion cinématique qui est développé dans le paragraphe i).

[1.2.x Notion d’axe central

Théoréme : Supposons que le vecteur vitesse de rotation Q (S/0) soit différent du vecteur nul quelque
soit I’instant t (on exclut un mouvement de translation pur). Alors il existe un axe A,
appelée axe central du distributeur des vitesses (autre nom donné au torseur) tel que :

Si P, 0 Aalors V (POIS/O) // Q(S/T) de plus le vecteur directeur de A est // Q (S/00)

Comment déterminer I’axe A ?

Calculs préliminaires :

Soit A un pont du solide S en mouvement par rapport a [, et Ps un point du solide et situé sur I’axe A a
I’instant t, alors :

V (POS/O) = V(ATS/O) + Q(S/0) O AP,

Comme P [0 A alors V (POIS/O) // Q(S/0) et donc Q(S/0) OV (POS/O) = 0

Or Q(S/0) OV (POS/O) = Q(S/0) OV (ADS/O) + Q(S/0) T[Q(S/T) AP
Le double produit vectoriel peut aussi s’exprimer de la maniére suivante :

- Q(S/0) O[Q(S/O) DAP] = [Q(S/O) » AP]Q(S/O) - [Q(S/O) » Q(S/O)] APs.
Par conséquent pour tout point [J a I’axe central :

0 = Q(S/0) 0 V(ATS/O) + [Q(S/O) » APJQ(S/O) - [Q(S/T) » Q(S/O)] APs.

Pour définir I’axe A, il suffit de déterminer un point de I’axe puisque I’on connait sa direction (5 (s/0)).
Recherchons un point particulier Q O S et [J A tel que :

AQs* Q(S/0)=0

Qs V (AOS/D)

D’apres les deux relations précédentes nous obtenons :
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- Q(s/0)0V(ADS/O
ap, - 860 0V (ADS/)

Q(s/0)« Q(S/0)
L’axe A est définit comme suit :

A = {PIAPs = AQs + A Q(S/0)}
(definition d’une droite)

En résumé si I’on connait A, \7(ADS/EI) et Q (S/0), il est possible de définir I’axe central de rotation.

Remarques :
Soit deux points quelcongues M et Ps [1 A, nous avons :

V(POS/O) « Q(S/O) = V(QUS/O) « Q(S/O). La quantité V(MOS/O) « Q(S/0) est indépendant du
point M de I’axe A. On appelle cette quantité I’invariant du torseur cinématique.

Si ﬁ(S/EI) 0 etOM \7(MDS/I:I) . 5(S/I:I) =0, alors il existe un point P tel que :

V (POS/O) = 0 (CIR) et dans ce cas I’axe A est appelé I’axe instantané de rotation.
Le champ de vitesse a I’instant t coincide avec un champ de vitesses d’un mouvement de rotation autour de
P, A.

Dans le cas général \7(MDS/I:I) . 5(S/I:I) £0.
Le champ de vitesse est la somme d’un champ uniforme (translation) et d’un champ de type rotation autour
d’un axe fixe.

[1.2.xi Champ d'accélération dans un solide

Vu I’avantage et I’intérét que peut nous apporter I’outil torseur, il est naturel de se demander si le champ
des accelérations des points appartenant a un solide :

M - [(MOS/0O)
est un champ de moment de torseur. Nous avons établi la relation suivante sur les vitesses :

V(MOS/O) = V (POS/O) + Q(S/0) OPM,
Si I’on deérive cette égalité par rapport au temps dans le référentiel O :

E[V(MDS/D)L ZE[V(PDS/D)L +a|:Q(S/D)}EI OPMs + Q(S/0) DE[PSMJD
Calculons la quantité :
dl - d| - d| =
E[PSMJD = a [OMJD - a [OPS}D
donc
%[PS_I{/IJD = V(MOS/O) - V(POS/O) = Q(S/0) OPM
Finalement :

%[V(MDS/D)L :%[V(PDS/D)]D +%[5(S/EI)L OPMs + Q(S/0) D[ﬁ(sn]) DP:MJ
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ce qui conduit a la relation entre les accélérations de deux points distincts d’un solide :

— — d — — — — —
r (MOs/0O) = T (POS/O) +E[Q(S/D)}D OPsMs + Q(S/0) D[Q(S/EI) DPSMJ
Cette relation "prouve” que le champ d’accélération n’est pas un champ de moment de torseur car il

n’existe pas de vecteur U tel que :
r (Mos/O) = r (POS/O)+ U O P:I\/Is uniguement a cause du terme

Q(S/0) D[ﬁ (S/0) O PKA}

[1.2.xii Composition des mouvements

La relation que nous avons établie au chapitre I1-1-d est applicable a chaque point du solide. Quel que soit
le point M appartenant au solide en mouvement par rapport a deux observateurs (Oo,[y) et (O1,0,).
Nous avons la relation de composition des vecteurs vitesses :

V(MOS/Og) = V(MIO/Og) + V(MOS/O))
Vitesse Vitesse Vitesse

Absolue d’entrainement Relative
(Mg est immobile dans 1)

Comme cette relation est valable en tout point et avec la formule de changement de point :
V (POS/Og) = V (PO4/Do) + V (POS/OL)
V (MOS/Oo) + Q(S/00) O MePs

= V (MIIO4/0o) + Q(01/0g) OMPs + V (MOS/O4) + Q(S/01) 0IMGPs
Avec la relation dans I’encadrement précédent :

Q(S/00) OMPs = Q(04/0o) OMPs + Q(S/04) TMPs
Q(S/0g) CIMPs = [Q (O04/Do) + Q(S/01)] 0 MP;

Par conséquent nous obtenons la relation de composition des vecteurs vitesses de rotation :

Q(S/00) = Q(04/00) + Q(S/T4)

Nous avons donc les deux relations suivantes :
Q(S/0o) = Q(O4/Oo) + Q(S/O4)

V (MOS/Oo) = V (M /Do) + V (MOS/O4)
Nous obtenons la relation de composition des torseurs cinématiques :
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{V(simo) 3w ={V@yog }w + {V(sio.) Iu

Pour sommer les torseurs, il FAUT OBLIGATOIREMENT les écrire AU MEME POINT. Les moments du
torseur doivent étre écrits AU MEME POINT.
On peut généraliser la relation précédente (robotique).

Cinématique
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{Visimopw={Vismmp}w+ {Vavo) bu+ {V@so9}w+. . +{V@.va) u+{V@voo}u

1.3 Cinématique d’'un systéme de solides

[1.3.i Les liaisons

Dans le cas d’un systeme de solide, la cinématique de chaque solide est la conséquence des actions
appliquees par I’extérieur (traité dans la partie dynamique) et des liaisons qui relient les solides entre eux.
Les liaisons entre les solides dans les systemes industriels sont extrémement variées. Malgré cette
apparente diversité, du point de vue de la cinématique il est possible de proposer une classification. L’idée
est de se concentrer uniquement sur le mouvement relatif des solides.

La cinématique des systémes des solides est donc essentiellement pilotée par les liaisons. Elles ont pour
objectif :

- de transmettre les efforts,

- de limiter les mobilites.

Pour modéliser ces liaisons du point de vue de la cinématique, il suffit d’étudier les mobilités relatives des
solides relies entre eux.

Tout d’abord un solide sans aucune liaison (satellite dans I’espace, un objet qui tombe) possede 6 degrés de
mobilité ou 6 degrés de liberté. Ces degrés de mobilité sont :

- trois translations suivant trois directions distinctes,

- trois rotations par rapport a trois axes distincts.

Dans les systemes, les solides sont en contact les uns avec les autres. Ces contacts sont ‘ponctuel’ ou
linéique ou surfacique. Ces contacts transmettent les efforts et limite le mouvement relatif entre les deux
solides. Différentes solutions technologiques existent et sont adaptées aux contraintes de conception des
systemes. Dans ce qui suit, on présente la schématisation de différentes liaisons, et I’on aborde
succinctement la schématisation qui sera revue plus en détail en cours de technologie.

[1.3.ii Cinématigue des liaisons entre solides

[1.3.ii.a Cadre général

Dans un systeme mécanique les solides liés entre eux par des liaisons mécaniques (souvent constituées de
plusieurs solides qui ont pour objet d’assurer la transmission des efforts). Les liaisons limitent les
mouvements relatifs entre les solides.
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Dans I’absolu, deux solides S; et S, non liés entre eux ont 6 degrés de liberte.
Q (S2/S1) : 3 composantes de rotation

\7(P [0S,/S1) : 3 composantes de vitesses

Deux solides complétement liés ont 0 degré de liberté puisque quelque soit I’instant t :
Q(Sy/S1) = 0
V(POS,/ S1) = 0

[1.3.ii.b Cas particulier de la liaison ponctuelle

Soit deux solides S1 et S2 en contact en un point de I’espace O que I’on note |

a I’instant t-At a l’instant t
ISl ISl Sl
\/J |
/ el s T

Le contact a lieu entre deux solides.

A I’instant t les deux points Is; et Is; liés chacun respectivement au solide S; et S,, coincident entre eux et
avec le point géometrique I, qui lui n’appartient pas au solide.

On appelle vecteur vitesse de glissement du solide S, par rapporta Sy en | :

Vglissement de SZ/Sl(I) = \7(|DSZ/81) = \7(|DSZ/D) - \7(|D81/|:|)

ou bien : V (I0S,/S1) = V (I/S1) - V (I/S,)

Définition :

Si la vitesse de glissement V giissement de s2/s1(l) €st nulle, on dit que le solide S, roule sans glisser sur S; et
inversement.

Remarques :
La vitesse de glissement est située dans le plan tangent (1) au contact I. Pour que le plan puisse étre

défini il faut et il suffit qu’une au moins des surfaces de contact soit régie par une équation de surface
dérivable.
La vitesse de glissement est INDEPENDANTE du référentiel choisi. C’est une vitesse relative entre

deux solides ! Soit deux référentiels Oy et O :

V (I0S4/S1) = V (10S,/04) - V (I0S4/05)
Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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V (I0S,/Sy) = V (I0S,/0g) +V (IMDe/04) - [V (10S1/00) + V (I e/04)]
V (I0S2/S1) = V (10S,/0o) - V (I0S1/0)
La vitesse de glissement est située dans le plan de contact (1t) de normale n.Ce plan est défini par deux

vecteurs: t et tOn

- le contact subsiste : V (I0S2/S1) e n = 0
- roulement sans glissement :

V(I0S,/S) » T =0

V(I0S,/S) » (T0n) =0

[1.3.ii.c Cas particulier des autres liaisons

Pour les autres liaisons le torseur cinématique du mouvement relatif entre les deux solides qui sont en
liaison présente des particularités detaillées ci-dessous :

I1.3.ii.c.1 Liaison pivot

—

OPO(, k) V(POS/Sy) = 0
0 (S2/Sy) est porté par I’axe K

—

Dans labase { i, ], k}liéas;: {V(Sa/S1)}e =

0
0
0Jp,7,7.K3

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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I1.3.ii.c.2 liaison pivot glissant

—i

O PO, K)
\7(PD82/81) est porté par I’axe K
0 (S2/Sy) est porté par I’axe K
> > o Q(S,/S S,/S1) K
Danslabase{i,j,k}lieasS;: {V(Sz/Sl)}p: (52/51) = x(S2/5y)
V(PDSZ/S]_) va(Sglsl) k P
0

Autre notation : { 0
w(S2/S1)

0
0
Vop(S2/S1)) p, 7.7, %3

I1.3.ii.c.3 liaison glissiere

A

-

Sy

\7(PD82/81) est porté par I’axe K

Q (82/81) =0
C’est un couple, par conséquent ces expressions sont indépendantes de la position.

- > —> Q S,/1S1) =
Danslabase {i,j,k}liéasS;: {V(Sz/Sl)}p— (52/51) =
V(PDSZ/S]_) Vzvp(Szlsl) k P
0
Autre notation : {0

0
0
01vzp(S2/S1)) ¢p, 7,7, %3
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I1.3.ii.c.4 liaison rotule
A
i 1
Sy
\ o
— — I
V(IDSZ/S]_) =0 u
Sy
o o Q (SIS |
Dans labase {T,] K} 1i¢a S, : {V(szlsl)}p:{ (52/54) que Conq“e}
V(10Sy/S))= 0 [
W(S2/51)|0
Autre notation : | wy(S2/S1) |0
0(S2/S1) 10 p, 7.7 K3
I1.3.ii.c.5 liaison plane
oA
|
> 7
[0 POplan de contact
\7(PD82/81) est perpendiculaire au plan donc a I’axe K : \7(PD82/81) « k=0
0 (S2/Sy) est porte par I’axe K
Dans la base{T,T,E}liééSlz
Q(S2/S1) = w(S2/S1) K
(VS = 1 ) T AdSIS) K )
V(PDSZ/S]_) :pr(SQ/S]_) i +Vyp(82/81) j P
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0

Autre notation : { 0

W (S/S)l 0

Vip(S2/S1)
Vyp(Szlsl)
{r.7.7.K3
11.3.ii.c.6 liaison linéaire annulaire

—i

O PO, K)
V (PIS,/Sy) est porté par I’axe K
0 (S,/S1) est quelconque

Dans labase { 7,7, K}liéas,: {V(Su/s:) }r = {%(82/81) quelconque )
V(PDSZ/S]_) = Vzp(Sz/Sl) kJp
{Q&(Sz/sl)
Autre notation : | wy(S2/S1)
w%(S2/S1)

0
0
Vop(S2/S1)) p, 7,7 K3
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[1.3.iii Représentation simplifiée d’'un systéme de solide

Pour faciliter I’étude des systémes meécaniques, on s’appuie sur une schématisation simplifiée du
fonctionnement. Dans ce schéma on ne retient que la mobilité relative des solides et la position spatiale des
differentes liaisons. Sur la figure ci dessous est présente un exemple :

A

D O v,.,.,.,..,,,,.,.,.,.

On accroche un référentiel a chaque solide, un observateur est lié a chaque solide :
5 (S4/|:|o) = 5 (84/835|:|3) + 5 (835D3/825D2) + 5 (SQEDQ/S]_ED]_) + 5 (SJ_EDJ_/DO)
V (POS4/Oo) =

V (POS4/Ss=003) + V (PUSs=04/S,=0,) + V (POS,=0,/S:=0,) + V (POS,=04/0o)
sous la forme de torseur :
{V(S4/O0)}p =

{V(S4/S3ED3)}P + {V(S35D3/525D2) } p+ {V (S.=0,/S:=0 1)}P + {V(SFD /0 o)}P
Tous ces torseurs cinématiques sont en partie definis par les liaisons.
Conséquence sur la composition des dérivations par rapport a deux réferentiels

%[U]m:%[ﬁ]nff Q(0y/0;) 0T
%[U]DO:?)(U/DO)DU

d — - — —
a[Uij]_: Q(u/O0,) 0Ou
Finalement

Q(U/01) = Q(T/0g) + Q(O/Oy)
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1l Dynamique

1.1 Principe Fondamental de la Dynamique appligué au Point

l11.1.i Enoncé

Nous avons vu dans le chapitre précédent que pour suivre le mouvement d’un point au cours du
temps, il faut définir un observateur auquel on associe un référentiel. Si les concepts théoriques présentés
dans le paragraphe sur la cinématique suffisent a décrire le mouvement, la dynamique a pour objet
d’expliquer les raisons physiques qui "pilotent” les mouvements.

V' N

P(t),m : Masse Ponctuelle
o

ESPACE PHYSIQUE 3D

O :observateur + j }

Pour établir les lois fondamentales qui régissent les mouvements, il faut avoir recours a I’expérience
et a I’observation. Il suit une étape de modélisation qui a pour objet de construire des lois mathématiques
qui soient capable de décrire les observations. Si la loi proposée est suffisamment générale pour expliquer
toutes les situations expérimentales réalisables, elle est appelée Principe Fondamental. En mécanique
classique, Newton a par exemple beaucoup contribué a la formulation du Principe Fondamental de la
Dynamique. Ce principe nous dit que le mouvement d'un point (sens, direction, évolution) est généré par
des ACTIONS mécaniques exercées par I'extérieur sur le point que I'on appelle des FORCES (agissant sur
le point P). L’influence de ces forces est pondérée par la masse du point. A I’échelle humaine les forces
sont d’origine distincte la pesanteur, les champs électriques et mécaniques, les forces de contact. Les lois
qui régissent ces forces ont été déterminées uniquement grace aux observations des mouvements que ces
forces engendrent.

PRINCIPE FONDAMENTAL de la DYNAMIQUE (PED)
L’influence des forces sur le mouvement est résumée dans I'égalité entre la somme des forces qui agissent
sur le point matériel avec le produit de la masse du point P et de l'accélération du point P dans son
mouvement par rapport a [I.

2 E extérieur » p = M(P) F (P/0)

Si dans le référentiel O cette relation est vérifiée expérimentalement on peut conclure que le référentiel
est Galiléen (notedg). Tous les reperes qui possédent un mouvement de translation rectiligne uniforme
par rapport a g sont aussi des repéeres Galiléen et dans tout les repéres Galiléen le Principe Fondamental
de la Dynamique est valide.
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11.1.ii Exemple d'utilisation

P(m) position définie par x ety

Nous appliquons le Principe Fondamental de la Dynamique dans un repére lié a la terre que 1’on suppose
Galiléen :

> Recenser les efforts qui s’appliquent sur le point P : La pesanteur qui est engendrée par I’attraction

gravitationnelle de la terre sur la masse P(m). La force qui caractérise cette action est dirigée suivant

-] et sa norme est égale & 9.81*m. La valeur 9.81 est la norme du vecteur g définissant le champ
gravitationnel sur la surface de la terre en France.

> Calcul de I’accélération: T (P/Og)=X 1 +V |

Application duPFDmM (X i +y j)=m g =-m.9.817
Résolution du systeme d’équation différentiel du second ordre :
X =0cequinousdonne:x(t)=a.t+b

\ 27

. . t?
y =-9.81 ce qui nous donne : y(t) = - 9.81 5 tce t+d

ou a,b,c,d sont les constantes d’intégration. Ces constantes sont calculées grace aux conditions initiales :
- Position a I’instant initial (x(0) et y(0)) et

- Vitesse a I’instant initial \7(t:0) c’est a dire (x(0) et y(0)).
Si t=0 est le moment présent pour prevoir le futur il faut au moins se donner I’état du mouvement (position
et vitesse) a I’instant présent.

Supposons que x(0) =0 et y(0) = 0 et >O<(O) 30m/s et §/(O) =30m/s. Ces données correspondent a un tir a 45°
du sol avec un vitesse initiale du projectile égale a 42.43 m/s (152.73 km/h). Alors :
» X(t)=30.t
t
> y(t):-9.81.5+30.t
Trajectoire et évolution de la vitesse ascensionnelle au cours du temps
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[11.1.iii Loi de l'action et de la réaction

Soit deux points Py et P, dans le réferentiel Galiléen, leurs mouvements sont régis par :
2 F exierieurap, - p, = M(P1) T (P:/0Q)

2 F exierieurap, - p, = M(P2) T (P2/0IQ)

On sépare les forces en deux parties et on obtient :

2 F exterieurap, — P, = Z F exeriewrap etar, - p, * ZFp, . p =m(P1) I (P/OQ) :Eqa
Z Fexterieurar, - p, = 2 Fexterieurap,etap, . p, + ZF p _p, =M(P2) I (P2/0Q) : Eqb

Maintenant si I’on applique le Principe Fondamental de la Dynamique a I’ensemble = constitué de I’union
des deux points

5 F exerieras - 5= M(Z) T (£/0g) = m(Py) T (P/Og) + m(Py) T (P2/Og)
qui s’exprime :

2 E extérieura s — = — 2 E extérieur a P, et a P, - Py +2 E extérieur a P, et a P, - Py
=m(Py) T (P/Og) + m(Py) T (P/0g) : Eqc

En effectuant la somme Eq a + Eq b - Eg ¢ nous obtenons :

LALOIDE I 'ACTION ET DE LA REACTION

ZI_:)pz_,pl'l‘ZI_:)pl_,pz:OOU encore ZI_:)pz_,pl:'ZI_:)pl_,p2
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1.2 Principe Fondamental de la Dynamique, cas du Solide Rigide

I11.2.i Justification en appliquant le PED a tous les points

A

Qe P, dm : masse ponctuelle élémentaire

T >

20 le référentiel Galiléen

e
-
-
-
-
‘_,

Si I'on isole par I’esprit un élément de volume dv du solide S possédant une masse ponctuelle dm
centre au point P, il est raisonnable de considérer cet élément de matiere comme un point si peu que I’on est
pris soin de choisir dv suffisament petit. Le mouvement de cet élément de matiere qu’il soit a I’intérieur
dt’un solide ou indépendant est toujours régi par le Principe Fondamental de la Dynamique.

ypes

S f exriowr . p AM(P) = y (POS/Og) dm(P), T le point P du solide.

d’effort

Dans cette expression, la force f est exprimée par unité de masse pour des raisons de facilité de
calcul (voir la suite). La sommation porte sur tous les types d’efforts qui agissent sur cet élément de volume

: magnétique , attraction gravitationnelle, contact, cohésion de la matiére par exemple). Le vecteur Vest le
vecteur d’accélération du point P [0 S. A chaque point P du solide nous avons cette égalité vectorielle qui
projetée sur les trois axes d’une base associée au référentiel [0g conduit a trois égalités scalaires. Pour
représenter le mouvement d’un solide nous avons une infinité d'équation (Le PFD en chaque point) ce qui
n’est pas tres facile & "manipuler mathématiquement”. 1l est donc nécessaire de présenter le PFD sous une
forme mieux appropriée. Pour atteindre cet objectif nous allons sommer en chaque point I'égalité
précédente :
types

Z_ z f extérieur 8 Pi - Pi dm(Pi) = ZV (PiDS/Dg) dm(Pi)
Pi d’effort Pi
et I'egalité des moments developpés par les champs de force et d’accélération calculés en un point

QUELCONQUE Q:
types

2 2 QPiO f oarirari- o M(P) = 2.QP; 0 ¥ (PiOS/Dg) dm(Py)

pi d’effort Pi
Les quantités de gauche peuvent se simplifier en faisant remarquer que pour chaque point P; considéré, les
forces de I’extérieur au point P; agissant sur le point P; ont deux origines distinctes :
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> les forces de I’extérieur du solide (noté S) agissant sur le point P;
> les forces des points (autre que P;) du solide (noté P; — P;) agissant sur le point P; que I’on appelle
les forces de liaison interne qui ont pour origine physique les liaisons qui existent entre les atomes
de la matiére.
Si I’on somme toutes les forces de liaison interne en tous les points P; du solide, la résultante est nulle du
fait de la loi de I’action et de la réaction :

Z Z ?pj _pidm(Pj) = 6
Pi Piz Pj
Il en est de méme pour la composante de moment :

Z Z QPiD f pjapidm(Pi): 0

Pi Piz Pj
Comme le milieu est continu, les sommations peuvent étre remplacées par des intégrales (Riemann) sur le
solide si I’on fait tendre dV — 0 ou dm = p dV et p la masse volumique. En prenant en compte la relation

précédente nous obtenons les deux égalités suivantes :
types

I3 %5 wamey = 15 eiosing ameey

solide tepec;rt solide

Y
.[.” 2 QPO f 3 _pdm(P) = ,”J‘QP 0y (Pids/Og) dm(P)
solide d’effort solide

L avantage d’exprimer le Principe Fondamental de la Dynamique sous cette forme est multiple :

» Comme nous I’avons signalé précédemment le Principe Fondamental de la Dynamique s’applique
sur chaque point du solide. D’un point de vue mathématique il est impossible décrire toutes les
équations qui régissent le mouvement de chaque particule. En revanche avec I’écriture proposée ci
dessus le mouvement est régi par deux égalités portant sur des grandeurs globales (intégrales de
volume) et non des grandeurs locales (chaque point).

» Ces deux égalités sont issues de I’égalité entre deux torseurs. Effectivement pour tout champ

vectoriel défini sur le solide :
= Iﬂ h (P) dm(P)

solide

Mg = [l gk o7 @) amee)

solide

O0P - h (P), on peut construire un torseur : {H}Q =

Pour démontrer que {H}Q est un torseur il suffit de montrer que :

'\_/‘|A=l\_/}||3‘|‘A?B|:|§>

i

Ma = J-....ATP O h (P) dm(P) = ” (KB + E?P) 0 h (P) dm(P)

solige. solide
via= I (a8 07 @)+ (80 07 @) amep)
solide

jATB (] F{(P) dm(P) + ”ng O H(P) dm(P) , comme AB est contant par rapport au
solide solide
domaine d’intégration :

Ma = m|§P 0 h (P) dm(P) + AB O m h (P) dm(P)

solide solide
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I\_;IA: I\_;IB + AB O ﬁ

» La sommation des efforts extérieurs s’appliquant sur chaque point de la matiere peut se simplifier
en utilisant la loi de I’action et de la réaction sur chacun des points P; de la sommation. Les seuls
efforts pris en considération sont les efforts du milieu extérieur au solide (noté S) agissant sur les
points P; du solide

Remarque :

Le Principe Fondamental de la Dynamique appliqué a un SOLIDE peut s’écrire sous la forme d’une égalité
de deux torseurs. Toutefois pour pouvoir effectuer ce passage, il faut supposer que les champs d’effort et
d’accélération soient intégrables au sens de Riemann, mais on peut élargir cette restriction.

I11.2.ii Enoncé du PED , cas du solide rigide

PRINCIPE FONDAMENTAL de la DYNAMIQUE (PED) — Cas des solides rigides
Le Torseur résultant en un point Q quelconque des forces de I’extérieur (au solide) agissant sur le solide

est égal au Torseur dynamique en Q du solide S en mouvement par rapport au repére Galiléen Og :

{Fs - 5)}o={D(s/00) }o

> Le torseur résultant des efforts de I’extérieur du solide S agissant sur le solide S est défini
types

) d,e%m f 5. pidm(P))
formellement par : {F(S - S)}o =9 ™ ‘ypes

S QPO fs_pdm(P)

solide d’effort

— §§ﬁs
que I’on écrit de maniere plus courante : {F(S - S)}Q = ou les composantes sont la
M(Q55_5s)

résultante et le moment au point Q des efforts de I’extérieur a S agissant sur S.

» Le torseur dynamique du solide S en mouvement par rapport au repéere Galiléen est défini par :

[115 Piosiog) dmeey

{D(S/I:Ig)}Q - solide .
[llok, oy piosiog) dmeey

solide

ou le terme _[”V (P;0S/Og) dm(P;) est appelé résultante dynamique du solide S en mouvement

solide

dans le référentiel Galiléen Og, et le terme ”J‘QT% O y (Pi0S/Og) dm(P;) est appelé le moment

solide
dynamique du solide S en mouvement par rapport au repére Galilléen g, écrit au point Q que I’on

note & (Q,S/0g).
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L’égalite entre les deux torseurs dynamique et des efforts résultants appliqués sur le solide S, nous conduit
naturellement au deux théoremes suivants :

THEOREME de la RESULTANTE
La resultante des efforts de I’extérieur agissant sur S est égale a la résultante dynamique du mouvement
du solide S dans le repere Galiléen Og.

.[HV(P [1S/0g) dm(Pi) = .”.[ f f5_pdmP)=Rs_s

solide solide d’effort

THEOREME du MOMENT en Q

Le moment des efforts de I’extérieur agissants sur S est égal au moment dynamique du mouvement du

solide S dans le repere Galiléen O0g exprimés au méme point.
lypes

3(Q.8/0g) = jijP 0y (Pi0S/Og) dm(Py) = j” > QPO f5.pdm(P)=MQ5 .9

solide soliged effort

[11.2.iii Discussion sur le torseur des efforts résultants

Remarque : la présentation du torseur des efforts extérieurs est trés formelle. De maniére plus simple, on
exprime pour tous les types d’effort le torseur résultant au point Q et I’on somme ces torseurs pour obtenir
le torseur résultant.

Par exemple :

» une force ponctuelle F appliquée en un point A :

—

{F(F - 9)}e= TEqS:F L
M(Q,F _s)=QAD0OF

» une pression constante p appliquée sur une surface plane S de normale n:

—

- R;_.s=pSn
{F( p — S)}Q = . P S p . .
M(Q,5 - s)=QGs 0OpS n
ou Ggs est le centre géométrique de la surface 0S plane.

» la pesanteur appliquée au solide S de masse m :

—

{F(5 - 9Fo={Ro-s7m 0

M@Q5 .s) = QGg Om g
ou Gg est le centre de gravité du solide S.
Exercice : en déduire la définition du centre d’inertie, on notera p la masse volumique.
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[11.2.iv Calcul du torseur dynamique : torseur cinétigue

[ll.2.iv.a  Résultante dynamique

La résultante dynamique du mouvement de S dans le reférentiel Og définie par : ”.[V (P;JS/Og) dm(P;)

solide
peut étre exprimée autrement en faisant appel a la notion de centre d’inertie :
Définition du centre d'inertie:
Le centre d’inertie du solide S de masse ms est le point noté Gs définit par la relation :

ou Q est un point quelconque. Par souci de simplicité on choisit Q = O (I’observateur).
Si I'on dérive par rapport au temps cette égalité nous obtenons :

%[ms O_és}ug = %{ J"“‘O_Isidm(Pi)} Og

solide
Comme la frontiere du solide ne se déforme pas au cours du temps (solide rigide) il est permis
d'échanger les operateurs dérivée et intégrale , ce qui conduit a :

mS%[O_éS}Dg = J‘J‘J‘% [O_lsil:lg dm(P;)

solide
ou encore écrit autrement :

ms V (Gs [0S /00g) = ms V (Gs/00g) = ”JV(Pi 00 S/0g) dm(P;)
solide
Comme Gg est le centre d’inertie qui est un point appartenant au solide nous oublierons pour ce point

UNIQUEMENT I’écriture Gs [0 S. Si I'on dérive une seconde fois cette expression nous obtenons :

dl - dl -
Ms E[V(Gs/ug)}ug = jjja[v(Pl O S/DQ)JDg dm(Pi)
solide
ou encore écrit autrement :

ms T (Gs/Og) = ”J.V (Pi U S/0g) dm(Py)
solide
Finalement nous avons démontré que la résultante dynamique est égale a :

ms T (G¢/Olg)

[ll.2.iv.o. Moment dynamique

Rappelons I'expression du moment dynamique écrit en un point Q :

3(Q.s/0g) = mcfpi 0y (P0S/Og) dm(Pi)

solide

3smo = Ik D%[V(Pi 0 5109) by dm(P)

solide
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Cette expession peut se transformer de la maniere suivante :

3(Q,5/09) = fl Id % [QT% OV(Pi O S/ljg)}.jg dm(P) - Hd% [Qﬂug OV (P; 0'S/Og) dm(Py)
puisque

a[QPi WAVA(ZAN S/Dg):|[|g = a[QPJDg OV (P US/OQ) + QP; Da[V(Pi [ S/Dgﬂljg

En remarquant que la solide ne se déforme pas, nous obtenons :

3(Q,s/0g) = %{ ok, 0¥ @0 simg dm(Pi)} ] % [Q?Jng 0V (P; 0 'S/0g) dm(Py)

solide solide

On appelle Moment Cinétique du solide S en mouvement par rapport a [Ig le terme :

0(Q,8/0g) = mcfpi OV (P 0 S/Og) dm(P;)

solide

que I’on note généralement o (Q,S/0g). Du fait de sa structure on remarque que ce champ de vecteur est
un champ de moment de torseur appelé torseur cinétique noté {C(S/IZI g)}Q ;

JI1% piosiog) ameey

{C(S/I:Ig)}Q — solide . .
.[.”Qpi 0V (PiJS/Og) dm(Pi)

solide

Remarquons que la résultante du torseur cinétique n’est rien d’autre que : ms \7(GS/D g)
Transformation de l'intégrale :

d| = -
.[J;J.a [QPJDQ OV (P; O S/Og) dm(Py)
soliae
Nous pouvons écrire les égalités suivantes :

j. jd I% Qb 0V D s/0g) ey

= ”j V(Q/0g) + V (P; 0 S/ g)} 0V (P; 0 S/0g) dm(P)
solide -

= j I I - V(Q/Og) OV (P; 0 S/0I g)} dm(P;) + [\7(Pi 0S/0g) 0V (P O S/0 g)} dm(Py)
solide

Comme le second terme est nul nous obtenons :

= ”ﬂ V(QOg) OV (PO S/Dg)} dm(P)
solide
Comme la vitesse du point Q est indépendante de la position du point courant P; dans le solide on peut

aussi sortir ce terme de I’intégrale :

Vg 0 ] Ve 0109y amey

solide

On reconnait le terme: ms \7(GS/D g) = ”.[ \7(Pi (0 S/00g) dm(P;) que nous avons defini précedemment.

solide
Finalement il en résulte la relation suivante :
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JI % [Q?JDQ OV (P; 0S/0g) dm(P) =- V(Q/Og) Oms V (Gs/Cg)

solide
- d — nd g
3(Q.8/09) = g 0 (Q.S/C o+ V(@0g) Oms V(eog

Finalement nous pouvons proposer une relation permettant de calculer le moment dynamique a partir du
moment cinétique du mouvement du solide S par rapport a (g :

[ll.2.iv.c  Moment cinétique

Nous avons montré précédemment que le moment dynamique peut étre calculé a partir du moment
cinétique dont la définition est :

0 (Q,8/0g) = mcfpi OV (P 0 S/Og) dm(Py)

solide
Pour calculer ce terme, on transforme cette intégrale en utilisant un point particulier A du solide et la

formule de changement de point a chaque point Pj :
V(P 0S/Og) = V(A O S/Og) - AsP; 0Q(S/Og)
5@s/09) = J1Job 0V 0 simg amey - []Ib 0(ack 0 simg) amie)

solide solide
Comme \7(A [J S/0g) est constante par rapport aux variables d’intégration et en décomposant le vecteur
QP; = QAs + As P; nous obtenons :

5 @s/mg) = JIJabsameey 0 acsimg) - J[]LAsradn oA 0@ s/ng) ameey

solide solide
La premiére intégrale n’est rien d’autre que la définition du centre d’inertie. En distribuant le produit
vectoriel dans la seconde intégrale, et sortant de I’intégrale les termes indépendants des variables

d’intégration nous obtenons :

0 (Q,S/0g) = ms QGs O V (ATS/Og) - QAs O I j I AsPi dm(P) O Q(S/0)

solide

. Iﬂ AsPi O(AsP; 0 Q(S/Og)) dm(Py)

solide

Vous montrerez facilement que ” AsP;i dm(P;) = ms AsGs
solide
La derniere intégrale peut étre écrite sous la forme d’un opérateur qui au vecteur vitesse de rotation du

solide S en mouvement par rapport a [1g fait correspondre le vecteur :

. ” AsP; O (AsP; 0 Q(S/0g)) dm(Py)

solide

Q(s/Og) — - ”I AsPi OASP; O Q(S/Og) dm(P)
solide

Cette opérateur est appelé OPERATEUR D’INERTIE définit au point As noté (Jas(S))(.). Si on construit

une base ORTHONORMEE {As, X,y , z }, il correspond & cet opérateur une matrice appelée MATRICE
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D’INERTIE [I(S)]as, %.y,73 telle que la transformée du vecteur soit égale au produit de la matrice avec le
vecteur vitesse de rotation :

- I j I AP O(AP; 0 Q(S/0)) dm(P) = (Jas(SNQ(S/09)) = [1(S))eas, 5,573 - Q(S/0Q)
solide
Dans la suite nous deétaillerons I’opérateur d’inertie et nous présenterons comment calculer la matrice

d’inertie pour un solide. Mais avant cela nous pouvons déja conclure sur la maniere de calculer o (Q,S/09)
en proposant la relation GENERALE suivante qui est la somme de trois termes :

0 (Q,5/0g) = ms QGs O V (AUS/Og) - ms QAs O (AsGs 0 Q(S/0)) + [1(S)]eas, 5,573 . Q(S/0g)

Au final, si I’on construit la matrice d’inertie, il est possible de calculer simplement (pas d’intégrale, juste
des calculs de vitesses d’accélération avec quelques produits vectoriels.

» Enrésumé:
En appliquant le Principe Fondamental & chaque point du solide :

2 F extérieur . p = M(P) T (P/0)
par intégration nous avons obtenons une égalité entre le torseur dynamique et le torseur des efforts
résultants appliqués sur le solide S par I’extérieur (a S):

{FG - 5)}o={D(s/m0) }o

avec le torseur des efforts résultants appliqués sur le solide par I’extérieur:
types

2 5. mdm(P)

= > > deff Rs .
{FG - 9)}o=1 e e _{Rses
-[ z Q_|5| O ?g = Pi dm(P,) M(Q,§ - S)
solide d’effort
Iﬂ vy (Pi01S/Og) dm(P)
et le torseur dynamique {D(S/I:l g)}Q = 4 sclide L
.[”QH O y (Pi0S/Og) dm(P;)

solide
Les composantes du torseur dynamique sont égale a :

ms T (Gs/0g)

{Ds/mg)}o=1 .. o 15 R
3(Q.S/00) = gl 6 (Q.8/00)Jng - V(Q/Dg) Oms V (Gs/Og)

Pour déterminer ce torseur nous avons besoin du torseur cinétique :

j j V (Pi0IS/Og) dm(P;)

{C(S/Dg)}Q - solide . .
J-I.[Qpi 0V (PiIS/Og) dm(Pi)

solide
Les composantes du torseur dynamique sont égales a :
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ms V (Gs/0g)
106/m9)}e =9 5 Qs/0g) = ms QBs 0V (ATS/Og) - ms Qs 0(AGs 06 (S/0g))
+[1(S)]gas. 5,573 - Q(S/Og)

» Quelques identites 8 CONNAITRE pour calculer c et & :
Moment dynamique

Si Q = Ggalors & (Gs,S/0g) = (?t E(GS,S/DQ)}DQ
Si Q est un point geometrique fixe : Y Q/0g) = 0 alors 3 Q,S/0g) = o Q,5/009) o
i int geéometrique fi (Q/Og) |6(/)ﬂ(/)}g

De plus il ne FAUT PAS OUBLIER que le moment dynamique est un champ de moment de torseur c'est a
dire qu'en deux points différents les moments dynamiques sont reliés par la relation suivante :

3(P,S/0g) = 8(Q,S/0g) + PQ Oms T (Gs/Tg)

Ce sont exclusivement ces trois relations dans le cas du solide que l'on utilise pour calculer le moment
dynamique.

Moment cinétique

Pour calculer le moment cinétique nous avons la relation :

0 (Q,5/0g) = ms QGs O V (ATS/Og) - ms QAs O (AsGs 0 Q(S/0g)) + [1(5)]gas, 55,73 - Q(S/0g)
ou bien écrit 1égérement différemment :

0 (Q,S/0g) = ms QGs O V (ADS/Og) + ms QAs 0(Q (S/0g) OAGs) + [1(S)]tas, 5,573 - Q(S/00)
0 Quelques cas particuliers a connaitre :

Si Q = AS (noté As)

0 (As,S/0g) = ms AsGs O V (ADS/Og) + [1(8)]ias. 5.5:73 - Q(S/00)

Si ATS (noté As) =Gs

0 (Q,S/0g) = ms QGs O V (Gs/0g) + [1(S)]es. %.5.73 . Q(S/Tg)

Si Q = AS (noté As) = Gs

G (Gs,S/0g) = [1(8)]es, 5,573 - ©(S/Og)

Si Q = AIS (noté Ag) et As est un point fixe dans Og

G (As,5/09) = [1S)]as. 5.5,73 - ©(S/00)
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Il ne faut pas oublier que le moment cinétique est un champ de moment de torseur c'est a dire qu'en deux
points différents les moments cinétiques sont reliés par la relation suivante :

o (P,s/0g) = o (Q,S/0g) + PQ Oms V (Gs/0g)
Ce sont presqu’exclusivement ces derniéres relations dans le cas du solide que I'on utilise pour déterminer
le moment cinétique.

[11.2.v. Exemple d'utilisation du PFD

On veut connaitre le mouvement d’un batiment d’habitation lors d’un séisme. On se réduit au mouvement
dans un plan {O, X,y }. La liaison entre le sol et les fondations est modélisée par une liaison pivot parfaite

(d’axe Z orthogonal au plan d’étude et de centre O) associé a une liaison glissiere parfaite. Les forces
d’interaction entre le sol et les fondations sont représentées par des ressorts : un en tension-compression de
raideur k et I’autre en torsion de raideur c. Ces ressorts traduisent I’élasticité du sol.

A
y v
(= -
B Y o
“ . ==l
_______ . Xl a 4 dn i i 7
_____________ > X 4 -2. Pﬁé@fﬁ/wmwww ;
// I e )?i

La position de I’'immeuble est repéré par deux variables qui dépendent du temps A : le déplacement

horizontal de I’immeuble et 6 I’angle entre y et yi1. La masse de I'immeuble est notée m. Le centre
d’inertie est située a une hauteur h de la liaison pivot. La matrice d’inertie se presente sous la forme :
A -F -E

[I(S)]{o,;lﬂlg}:[I(S)]{o’)zi’ﬁlg}z -F B -D
-E -D C

Le vecteur d’accélération de pesanteur est dirigé suivant les y négatifs.
Les équations d’équilibre sont obtenues grace au PFD appliqué & I’immeuble. On procede de la fagon
suivante :

> Recenser les efforts extérieurs et exprimer le torseur associé :

» Calculer le torseur dynamique :

» Appliguer le PFD judicieusement en fonction de ce que I’on souhaite obtenir.
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I11.2.vi Application du PFD & un SYSTEME de Solides

Si nous sommes en présence d'un systeme de solides Sj avec i=1,n, pour chacun d'entre eux le Principe
Fondamental de la Dynamique est vérifié :

{Fs - s)}o={Diing)}o
Remarquons que le torseur des efforts extérieurs a Sj se décompose en deux parties. Les efforts de
I'extérieur au systéme X comprenant tous les solides (X = O Sj ) et les efforts entres les différents solides
appelés inter efforts.
{F(§| — Si)}Q = {F(i N Si)}Q + {F(Sj (jz) — Si)}Q
En appliquant le Théoréme de I'Action et de la Réaction on obtient la relation suivante :
{F(S] - Si)}Q =- {F(S. = Sj)}Q U (J?fl)
En sommant toutes les égalités établies pour chaque solide et en utilisant la propriété précedente de I'Action
et de la Reéaction :

{FE - s)}o={Ds:/00) }o+ {D(s./00) }o + ........ +{D(ss/m9) }o

ou I'on note

{D/0g) }o={Ds:/00) }o + {D(s2/00) }o + ... +{D(s./00) }o

le torseur dynamique du systeme X constitué des n solides S;j.

[11.2.vii Un exemple :

Equilibreuse de véhicule :

7/

Moteur "bs1"
220V O

Moteur "1s2"
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y V4
y_i aa Z_é B“
% 7
7 g X )?5_ Vyi

-

Og: repére (0,X,Y,7)
S, : repere (0, X1,Y1, Z ) en rotation par rapport a (g suivant I’axe (0, Z)

S, : repére (0, X1,¥2,23) en rotation par rapport a S; suivant I’axe (0,X1)

[11.2.viii Géométrie des masses - matrice d’inertie

[ll.2.viii,a Opérateur d’'inertie et matrice d'inertie
Les propriétés de I'opérateur d'inertie (Jas(S))(.) sont la linéarité et la symetrie :
» Linéarité :
[ les scalaires A et 1 et quelque soit les vecteurs U et V nous avons la relation :
QAsSHAU +uV) =X Ias)(U) + 1 IAsSHV)

> Symétrie : V(Jas(S)X(U) = UWAs(S)(V)
Cet opérateur est une application linéaire :
U - Gas(S))(U) =- H AsP; O(AsP; O U) dm(P))

solide
Cette application est issue d'une application lineaire plus simple :

U - (AP OYU)=APOU

Dans une base orthonormée { X,V , Z }, cette application linéaire est représentée par une matrice :
0 -ZY
Z 0 -X |ouX,Y,Zsont les coordonnées de AsP dans labase {X,y,Z}

Y X 0
En composant cette application avec elle-méme nous obtenons une seconde application linéaire:

U - (AP OAsP ON(U) = AsP OAP O U
dont la matrice associée est le produit de la précédente avec elle-méme :
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0 -ZY 0 -ZY Y272 XY Xz
Z 0 -X|| zZ o0o-X]|=| Xy -xX>722 vz
%Y X 0 %Y X 0 XZ YZ -X?-Y?

Finalement il en est déduit I'application linéaire:

U - JasS))U) =- ‘”J.AQPi 0(AsPi O U) dm(P;) (qui n'est définie que pour les solides indéformable).

solide

Dans la base orthonormée { X,y , Z } la matrice associée a I'opérateur
(IAs(S))(.) est appelée matrice d'inertie notée : [1(S)]¢as.%:5,73-
Par conséquent <JAS(S)>(U) = [1S)]¢as.%:y,73 - U. Le sigle . représente le produit de la matrice avec le

vecteur. Remarquons que le vecteur doit étre exprimé dans la base {X,y,Z} ou dit autrement la
méme base ou I'on a exprimé la matrice d’inertie. La matrice d'inertie en As du solide S exprimée dans

labase { X,V ,Z} se présente sous la forme :

) _[IIY2+Zde(Pi) -”_[XYdm(Pi) -”J.Xde(Pi) i

solide solide solide

[1(S)]gas 5, y:73 = -mxvdm(Pi) mx2+zzdm(Pi) -MYde(Pi)

solide solide solide
hzaney  Ilzaney  [[hervane
—  solide solide solide —

ol X,Y,Z sont les coordonnées du point P; dans le repere {As,X,y, 7 }. Cette matrice est couramment
notée :
A -F -E

[©®))easx.y.73=| F B D
-E -D C
Si la base est constituée des vecteurs, X, Y, Z alors les termes de la matrice s'appellent :
A :moment d 'inertie par rapport a l'axe (As, X)
B :moment d ‘inertie par rapport a I'axe (As, Y )
C :moment d 'inertie par rapport a I'axe (As, 7)
D :produit d ‘inertie par rapport au plan (As, Y, 7
E :produit d ‘inertie par rapport au plan (As, X, 7
F :produit d 'inertie par rapport au plan (O, X, Y)

[ll.2.viii.b Changement de point d'une matrice d’inertie

La relation qui existe entre les opérateurs exprimés en un point quelconque et le centre d'inertie s'établie
simplement a partir de la definition de I’opérateur :

U - (JasS)H(U) =- HI AsP; O(AsP; 0 U) dm(P))

solide
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En introduisant I’égalité vectorielle AsP; = AsGs + GsP; , nous obtenons les relations suivantes :

U - (IasS))0) =- ] .};'e AsP; O[(AsGs + GsP;) O U] dm(Py)

U - Qas(S)(U) =- s;.l._;_e.A;Pi 0(AsGs O U) dm(P)) + s£ Id ! AsP; O(GsP; 0 U) dm(P)
U - (Jas(S))(U) =- S;.I};;.(ASGS + GsP;) O(AsGs 0 U) dm(P;)

. JI jd ! (AsGs + GsPy) O(GsP; 0 U) dm(Py)

U - (Ias(S))(T) =- j. jd,[ AsGs O(AsGs 0 U) dm(P;) - j. jd,[ GsPi O(AsGs 0 U) dm(P)
. JI jd ! AsGs O(GsP; O U) dm(Py) - JI jd ! GsPi O(GsP; O T) dm(Py)

La deuxiéme et la troisieme intégrale sont identiques et de SIGNE opposé ; par conséquent il subsiste :

0 - 3asoN(0) = - ] s n0azs 0 0y ameey - I[] &b 0GP 0 0) amee
solide solide
que I’on peut encore écrire

0 Ops(OND) = - ABs 0(A: 0 0) JJam®) + Gas(e)(D)
solide
U - JasS)(U) = - m(S) AsGs O(AsGs O U) + (Igs(S))(U)
La premiére quantité n’est rien d’autre que I’inertie d’une masse ponctuelle de masse m = m(S) située au
point particulier Gs.

Finalement la méme quantité (Jas(S))( U) s’exprime de deux facons :

0 - assy(0) =- ] A, 0ash 00y amee
solide
U - (Jas()(U) = - m(S) AsGs O(AsGs 0 U) + (Jgs(S))(U)
Par conséquent nous obtenons une relation entre les opérateurs. Elle se présente sous la forme :
JAs)() = Gas{Gs:m(S)}))() + (Ias(S)()
avec :
Jas(S))(.) : 'operateur d’inertie du solide S exprimé en As
JIas{Gs.m(S)}))(.) : opérateur d’inertie d’un masse m(S) ponctuelle (identique a la masse du solide
étudie S) situee en Gg exprimé en As. On note le solide constitué de cette seule masse ponctuelle
{Gsm(S)}:
JIas(S))(.) : 'opérateur d’inertie du solide S exprimé en Gs
Evidemment il existe une relation équivalente entre les matrices d'inertie associées :

(1) ks 37,73 = H{Gs.m(S)} s, 5. 5:73 + [1S))kas %773
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Si I'on note le vecteur AsGs = Xgs X + Ygs Y + Zgs Z dans la base d’écriture commune des matrices alors
2 2
YGs+ZGs 'XGsYGs 'XGsZGs

2 2
[I ({GSvm(S)})]{AS,;&’;} =m(s) 'XGsYGs XGs+ZGs 'YGsZGs
2 2
'XGsZGs 'YGsZGs XGs+YGs
Pour relier deux points différents quelconques Bs et As, il suffit d'appliquer deux fois la relation précédente

()]s 5.5.73 = [1S)]as. x5, 23 + [I{Gssm(S)N)]ies. 3.5 73 - [H{Gsm(S)P]eas 515 73
[ll.2.viii.c Inertie par rapport a une droite quelconque :

On connait déja les inerties par rapport aux axes de la base { X,y ,Z } et on peut remarquer par exemple
que A= X" [I8)]s.y.73- X B= Y- [IO)]wsiy.73 - ¥

etC=7" [1(S))as %,y,73 - Z. L’exposant T indique la transposée du vecteur.

On définit I'inertie du solide S par rapport & une droite A(As, U) le scalaire:

IA(S) = U™ [1(8)lgas 5,3 - U

La formule de changement de point qui relie I'inertie du solide S par rapport & la droite A(As, U) l'inertie
du solide S par rapport a la droite paralléle A”(Gs) porte le nom de théoréme de Huyghens :

IA(S) = 1n"Gs(S) + m(S) d2
avec Ip"Gg l'inertie du solide S par rapport a la droite // a A et passant par Gs et d la distance entre ces deux
droites.

A//GS
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[1l.2.viii.d Quelques propriétés a connaitre
» Cas d’un solide homogeéne ayant un plan de symétrie :
S 2 A
Par exemple leplan {Z, X}
7 Y
1
f"‘ )
X
a(x,z)
F= ”JXYdm(PQz _UJ.XYpdv: ”J‘XYpdxdydz:p _”X[ j Ydy}dxdz
solide solide solide solide -0(x,2)
a(x,z)
Y 2
F=p ”X[Tdy} dxdz=0
solide -0(x,2)
On montre de méme que D=0. Finalement la matrice d’inertie s’écrit :
A 0 -E
[1(S)]ias.5.y,23=| 0 B 0 [avec As O Plan de symétrie
-E 0 C
Si le solide présente une symétrie par rapport au plan { Z, X } : F=0 et D=0.
Si le solide présente une symétrie par rapport au plan { X, y } : E=0 et D=0.
Si le solide présente une symétrie par rapport au plan {y, Z } : E=0 et F=0.
» Cas d’un solide homogéne ayant un axe de révolution :
A - Pour tout As qui appartient a I’axe et pour
toute base orthonormée qui contient I’axe Z
la matrice d’inertie possede la forme
suivante :
A0O
[1S)as--z3=| 0 A O
y 0 0 C_kas~7y
>
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» Exemple le cylindre homogéne de masse m:

RZ 7 4 R]_

G y
,,,,,, h
ry
v
x N
— h2 —_
%[Ri + Ri + E} 0 0
m[ 2 _2 h
[1(S)]-m73= 0 2 |Ri+t R+ 0
m
B 0 0 ) [Ri + R;] o7y

» Cas d’un solide homogéne ayant un point de révolution

Au centre du solide et pour tout base
orthonormée, la matrice d’inertie posséde la
forme suivante :

AO0O
[1®)ko--=| 0 A0
e Y 00 Ao~
» Exemple d’une sphére pleine homogene de masse m :
%m R® 0 0
2
[IS))o--=| 0 FmR* 0
2
|0 0 zm RZ_{O,-,-,-
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» Cas d’un solide homogéne constitué de formes "simples™ :

X £

~_
S
S

[19]o,%.y,73 = [1(Demi sphere)lox,y,73 + [I(Cylindre)lio %.y,73 + [1(COne) Lo, %, 7,73

.2.ix Liaisons et Lois de Coulomb pour un Contact Ponctuel

[1l.2.ix.a  Liaisons Parfaites

Pour schématiser simplement les liaisons parfaites on utilise la notion de puissance des inter efforts
transmises par la liaison (ou puissance dissipée par les actions de liaison).
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Pd(Sl R Sz ) = {F(Sl — SZ)}Q 0 {V(82/81)}Q

Définition : Soit deux solides S; et S; reliés par une liaison cinématique, la puissance développée par les
interefforts transmis par la liaison est le comoment du torseur des interactions transmises par la liaison
(action de Sy sur S) avec le torseur cinématique du mouvement relatif de S, par rapport a S;.

Remarque : On note [ le comoment entre deux torseurs.

—

Rs, .s Q(S,/S
{Fs: - soten{Visdso=y 7 0 H( #51)

M(@Q;s, - s,) V(Q OSy/Sy)
et il est calculé de la maniére suivante :

{Fs: - 59} O{V(Sa/S) }o=Rs, - s,. VIQOSAS) + M(Q,s, - 5) - Q(S2/S1)
Les deux torseur doivent étre écrits au méme point.
Définition : Une liaison est dite parfaite si la puissance dissipée par les actions de contact est nulle. C’est &

dire {F(Sl - SZ)}Q O {V(SQ/S]_)}Q =0 ou encore

Rs,.s,.- V(QOSS:) + M(Q,s, - s,) - Q(S2/S1) =0
Dans le cas d’une liaison parfaite si I’on connait le torseur cinématique du mouvement relatif entre les
solides on en déduit la forme du torseur des efforts transmissibles par la liaison qui est complémentaire.

lll.2.ix.o  Exemple de la liaison Pivot Parfaite

A

4

Q(S2/S 3 (S4/S1) = (S, Sy) Z
{Visssn}i= _‘( 2/51) - _‘( 21S1) = wy(S2/ S1)
V(I 0S/S)) V(I0S/S)=0

Si le torseur des interefforts se présente sous la forme suivante :
R51*52 R51H52=X?+Y7+Z? . L .
= alors la puissance dissipéee par les interefforts est
Y Y v o~ LX,Y,Z
M(l,s, - s,) M(l;s, - ) =LX + MYy .y, 23
bien nulle. Si I’on utilise I’écriture des torseurs sous la forme des colonnes nous avons :
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{Fs: - sph=1Y or
Z 0J{Lx,y.z}

Comme seul 5(82/81) . Z est non nul, uniquement I\_)I(I, s, - s,) . Z estnul.

0

M} et {V(sas) }i = {o
0 Ja.x.y.z}

Wx(S2/ Sy)

[ll.2.ix.c  Exemple de la liaison Ponctuelle Parfaite

{V(susn = ?(82/ S) L _JQ(SefS) = 0(Se/ S1) X +w(S2/S1) Y + w(S2/ ) Z

VI DOS)S)) V(0SS = Vi(1,S2/ S1) X +Vy(1,S2/ S1) Y
Si le torseur des interefforts se présente sous la forme suivante :

Rs; -5 Rs,_s,=27 . . . .
= alors la puissance dissipée par les interefforts est bien
— — _ — I’H,ﬂya
M(|181—>82) M(|181—>82)_ 0 {hx 2}
nulle. Si I’on utilise I’écriture des torseurs sous la forme des colonnes nous avons :

0[0 Wd(S2/ S1) | V(1,521 S1)
{F(Sl - SZ)}I = {0 O} L et {V(Sz/Sl)}| = (A)y(Sz/ S]_) Vy(',Sg/ S]_)} -
Z10J{.x,y, 2} {Lx,y,z}

w(S2/S1)10 X

Comme seul \7(I [1S,/S;) . Z est nul, uniquement ﬁ(l,sl _s,) - Z estnon nul.

Exercice : Ecrivez ces torseurs pour différentes liaisons.

[11.2.ix.d  Liaisons non Parfaites

Quelles que soit les solutions technologiques choisies les liaisons dissipent toujours plus ou moins de la
chaleur, dit autrement que la puissance dissipée par la liaison est différente de zéro. La schématisation
précédente est erronée. Si dans certains cas nous pouvons nous en contenter, il existe des situations ou il
est nécessaire d'améliorer cette modélisation des liaisons parfaites. Ce n'est pas simple car les mécanismes
physiques conduisant a cette dissipation se situe a I'échelle microscopique. Il est difficilement envisageable
d'extraire a partir de modeles microscopiques des informations macroscopiques sur les torseurs. Par
conséquent il faut aborder le probléme a I'échelle macroscopique et procéder comme en rhéologie, c'est a
dire extraire des lois simples a partir d'une série d'essais. La loi de Coulomb en est un bel exemple.
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[1l.2.ix.e  Lois de Coulomb dans le cas du Contact Ponctuel

On se place dans le cas ou un plan tangent existe au point de contact entre les deux solides (notés S; et Sy).
Le cas du contact entre les deux pointes de cones est exclu. La normale a ce plan noté ttorienté du solide S;

vers le solide S, est notée 1 15.

LOIS DE COULOMB
On suppose que le torseur des efforts transmissibles de S; — S, au point de contact | se présente sous la
forme :

— — R —
Rs, - s _JRs;.5=Nafipp+ Top

M(leasz) M(leasz): 6

Si le contact existe, c'est a dire si N;, >0 alors :
Soit le coefficient f traduisant le frottement

» Sif=0Ilaliaison est parfaiteet T1,= 0
» Si f# 0 deux cas se présentent :
quand le vecteur glissement entre les deux solides est nul (roulement sans glissement) alors :

\7(I,82/81) =0 = H'_I"lz‘ {Q f [Ny la résultante est dans un cbne , mais elle est
indéterminée.

equand le vecteur glissement entre les deux solides est non nulle, alors le torseur des actions
transmises par la liaison est completement déterminé :

|EI ST
V(LSAS) £ 0 = V(1 5/5) 0T 1= 0

\7(', Sz/Sj_) . -_|:12 <0
La premiére relation nous donne une information sur la norme, la deuxieme sur la direction et la derniere
sur le sens. La résultante est sur le cone.
Il est possible d'améliorer ce schéma en introduisant des moments transmissibles par la liaison. Par
exemple pour des liaisons plus complétes les lois de Coulomb peuvent étre appliquées localement sur un
champ de pression de contact estime et par intégration nous pouvons calculer les efforts transmissibles.
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I1.2.ix.f Discussion

Dans le cas d’une liaison avec frottement, les lois de Coulomb sont des relations qui traduisent la physique
du contact. Elles sont indispensables pour résoudre les problemes de dynamique ou les liaisons ne sont pas
parfaites. Pour illustrer ce fait, discutons sur le nombre d’inconnu et d’équation dans le cas d’une sphere
qui roule sur un plan.

4
A

Hg > Y

Xy

Les parameétres de position sont par exemple les coordonnées du point | de contact dans le plan {O,X,Vy }

que I’on note A suivant X et p suivant Y, et les trois angles d’Euler (6,¢,%) qui définissent complétement
la position angulaire de la sphere. Les inconnues cinématiques sont au nombre de cing.
» Si la liaison est parfaite, les inconnues de liaison sont au nombre de un. Comme f =0, le torseur des
actions du solide S, sur S; se réduit a :

O
M(', S; - 52) = 6
Au total nous avons 6 inconnues et 6 équations qui sont issues du Principe Fondamental de la Dynamique
applique a la sphere.
> Si la liaison est non parfaite, les inconnues de liaison sont au nombre de 3. Le torseur des actions du
solide S, sur S; s’écrit :

M(|, S, - 52) = 6
Au total nous avons 8 inconnues et 6 équations qui sont toujours issues du Principe Fondamental de la
Dynamique appliqueé a la sphére. On voit bien qu’il est nécessaire de deux équations supplémentaires. Elles

sont issues des lois de Coulomb :
quand le vecteur glissement entre les deux solides est nul (roulement sans glissement) alors :

V(I,S,/S;) = 0 = Hle‘ {Q f INgo| la résultante est dans un céne , mais elle est
indéterminee. Les deux équations supplémentaires proviennent de la condition de roulement

sans glissement V (1,S1/S,) = 0 que I’on projette sur les axes X et Y. Pour avoir roulement
sans glissement les parameétres de position doivent étre liés.

guand le vecteur glissement entre les deux solides est non nulle, alors le torseur des actions
transmises par la liaison est completement déterminé :
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V(1,S,/S) # 0 = V(l,5/S) 0 Fip= 0
V(l,S:/S) . T12<0
La premiére relation nous donne une information sur la norme de ?12, la deuxieme sur la direction de '_I:lz

et la derniere sur le sens de T 12. Par conséquent T 1, est entierement déterminé par les lois de Coulomb.
Tout ce raisonnement est valable sous condition que le contact subsiste, c’est a dire que N, > 0

[1l.2.ix.g  Exemple : Disque en mouvement sur un plan

Les grandeurs dynamiques sont le vecteur accélération et le moment dynamique :

0
(G os/dg) = 0 0(G,S/0g) =
{6.X,y,7}| 0 {©6.X,y.72}| C 0
Les actions extérieures qui agissent sur le solide sont:
R g cosa
la pesanteur dont le vecteur accélération s’écrit : g (G,S/0g) = -gsina
©%.y.7310
et I’action du plan sur le disque :
Rs, .5, =Ny
> si la liaison est parfaite : {F(Plan R S)}. _J e TR
M(l,s, - s,) = 0

» i la liaison est non parfaite (frottement) :

Rs .o =NV +TX
{Feran — sh=q =% 7
M(l,s, - s) = 0
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IV Energétigue

IV.1 Théoréme de |I'énergie cinétique appliqué au point

Le Principe Fondamental de la dynamique appliqué au point conduit a une égalité vectorielle entre
la résultante des efforts et le vecteur accelération multiplié par sa masse. Cette égalité est vérifiee
quelque soit I’instant t :

2 F extériewr . p = m(P) I (P/O)
Si I’on projette cette egalité sur le vecteur vitesse nous obtenons :

ZI_:)extérieur - P V(P/Dg) = m(P) F (P/Dg) ' V(P/Dg)
que I’on peut détailler sous la forme suivante :

— = dl - .
2 F exterieur — p - V(P/Og) = m(P) E[V(P/Dg)}ﬂg . V(P/Og)
Ou encore :

N N 1 dl - )
2 F extgrieur - p - V(P/OQ) = 2 m(P) E[V(P/Dg) ]

pour obtenir finalement la relation suivante (lorsque la masse du point est constante au cours du
temps) :

e N7 djl - 2
2 F exterieur - p - V (P/OQ) = a{z m(P) V (P/Oq) }

Définitions :

. |1 > - e .
» Laquantité scalaire [E m(P) V (P/I:Ig)z} est appelée Energie Cinétique du point P en

mouvement par rapport a 0g. On la note habituellement T(P/Og).

» La quantité scalaire F extérieur — P - Y, (P/0q) est la puissance développée par les efforts
extérieurs agissant sur le point P dans le mouvement de P par rapport a [0g. On la note :

P(P - P/Og)

THEOREME DE L’ENERGIE CINETIQUE APPLIQUE A UN POINT :
d _
4t 1(P/Og) = P(P - P/Og)

La dérivée par rapport au temps de I’énergie cinétique du mouvement du point P par rapport au
référentiel Galiléen g est égale a la puissance développée par les efforts qui agissent sur le
point dans le mouvement du point P par rapport au réferentiel Galiléen Og.

Si I’on integre entre deux instants t; et t, I’égalité issue du théoréme de I’énergi cinétique nous
obtenons I’égalité suivante :
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t

_ th
T(P/Og)(t,) - T(P/OQ)(ty) = f P(P - P/Og) dt=W ti(P - P/OQ)
ty
qui traduit le fait que la différence des énergies cinétiques entre I’instant t, et I’instant t; est égale

th —
aux travaux développés par les forces extérieures que I’on note Wti(P - P/Og) et qui sont
t2
e t — -
définis par : W t,(P - P/0Qg) =fP(P - P/Og) dt
ty

Pour certains types d’efforts, il est possible de leur associer une Energie Potentielle notée : Ep (P —
. — dE

P/0g) qui est telle que : P(P - P/0Q) = [?ﬂ

Par exemple dans le cas de la pesanteur (prés de la surface de la terre) :

—

Ep(OP)=-m g . OP

_ dE dop Lo
P(P - P/Og) 2-[—_{159. {T]Dg =m g . V(P/Og)
doP

THEOREME DE L’ENERGIE MECANIQUE :

Si a tous les efforts on peut associer une Energie Potentielle, le théoréme de I’Energie cinétique
se réduit au théoréme de I’Energie mécanique :

%[T(P/Dg) +Ep(P - P/I:Ig)} =0ou T(P/Og) + Ep (P — P/Og) = constante

T(P/Og) + Ep (P — P/Og) est appelée I’Energie mécanique du point en P en mouvement par
rapport a [g et elle se conserve au cours du temps.

IV.2 Théoréme de I'énergie cinétique appliqué a un solide rigide

En sommant les égalités vectorielles traduisant le Principe Fondamental exprimeé en chaque

point du solide nous avons obtenu la relation suivante :
o o o LYPES

”.[v (PiOs/Og) dm(P) = JJ) 2 f5_ e dm(P)
solide solided effort
Nous en deduisons rapidement I’égalité suivante :
- o o types
III y (Pi0s/Og) . V(PiOs/Og) dm(Py) = J]] 2 5. V(POS/Og) dm(P)
solide solided effort
En introduisant la définition de I’accélération :
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d| - _ 5 R
mE[V(PiDS /DG)}DQ- V (PiCS/Og) dm(P;) = Hf > fs.p. V(POS/Og) dm(P))
solide soliged "effort
en rappelant que le solide est rigide nous pouvons écrire I’égalité suivante :

_ types
>t ” V (Pi0S/Og). V (Pi0S/OQ) dm(Pi)}: H 2 f5_p. V(PiOS/Og) dm(P)
Lsolide soliged effort

On exprime les vitesses de chaque point P;[1S/Og en fonction d’un point QIS/Og

%% ” I V(PiOS/Og) . (V(QOS/Og) + PiQ 0 8 (S/0g)) dm(Pi)}

Lsolide

types
= .” > f35.m.(V(QOS/Og) +PiQOG(S/Og)) dm(P)

d’effort

solide
ou encore
%%{ m V(Pi0S/Og) . V/(QOS/Og) + V (Pi0IS/Og) . (P.Q O 3 (S/0g)) dm(Pi)}
solide

types types
= ” > fs_p. V(QOS/Og) + d,e%m fs_pi. (PQOQG(S/Og)) dm(P)

sonded'effort

que I’on reécrit en transformant le produit mixte et en sortant les quantités indépendantes de
I’intégration :

%%U”WHDS/DQ) dm(P) . V(QUS/Og) + G(S/0g) . m QP 0V (POS/Og) dm(Pi)}

solide solide

types types
= ”Z fgﬂpidm(Pi).V(QDS/Dg)+ﬁ(S/Dg).mQPiD,Z f5_ pdm(P)
soIided effort solide d’effort

On connait déja toutes ces quantites :

%E ms V (Gs/0g) . V(QOS/Og) + G(S/Og) . 8(Q,S/I:Ig)}

Rs_s. V(QOS/Og)+ G(S/Og). M(Qss - s)

On écrit cette égalitt SCALAIRE sous une forme plus compacte en introduisant I’opérateur
comoment [ :

S [H{Ce0}e 0 {Visi00}er|= {FS - 9Fe.0 {Visi00)}r

THEOREME DE L’ENERGIE CINETIQUE APPLIQUE A UN SOLIDE RIGIDE :

%T(S/Dg) =P(S - s/Og)

I 2 AArivida nar rannnrt a1l tamne da I’dnarnia rindtiniia dit mainiamant dir enlida nar rannnrt an
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référentiel Galiléen g est égale a la puissance développée par les efforts qui agissent sur le
solide dans le mouvement du solide par rapport au référentiel Galiléen Og.
> L’ENERGIE CINETIQUE du solide dans son mouvement par rapport a Og est définie
par :

T(s/09) = 3{CS/09)}er 0 {V(S/0}or

le comoment du torseur cinétique avec le torseur cinématique multiplié par Y.
La puissance développée par les efforts qui agissent sur le solide dans le mouvement du solide
par rapport au référentiel Galiléen g est définie par :

PGS - s/0g) = {FG - S) }o: 0 {V(s/00) }os
Si I’on integre entre deux instants t; et t, I’égalité issue du théoreme de I’énergie cinétique nous
obtenons I’égalité suivante :
t

_ th
T(S/OQ)(t) - T(S/OQ)(t1) = f P(S - S/Og)dt=W ti(S - S/009)
ty
qui traduit le fait que la différence des énergies cinétiques entre I’instant t, et I’instant t; est égale

) . ) t —
aux travaux développés par les forces extérieures agissant sur le solide que I’on note W t3(S —
S/0g) et qui sont définis par :

t2

t) _ _
W t1(S — S/0Og) =fP(S - S/Og) dt
ty

Remarques et propriétés a connaitre :
Nous avons montré que I’énergie cinétique est égale a:

T(S/Og) = ms V (G¢/Og) . V(QUS/OQ) +5 Q(S/I:Ig) G(Q S/Og)
Sil’on ChOISIt comme point QDS le point Gs alors
T(S/Og) = ms V(G/Og)* +5 Q(S/I:Ig) <JGS(S)>[Q(S/E|g)}

qui s’écrit dans une base orthonormee

T(S/Og) = mSV(GSIEIg) +> Q(S/I:Ig) [1(8))cs. 7.773 - Q(S/O0)

Si I’on choisit comme point QUS, un point qui est fixe (s’il en existe) alors dans une base
orthonormée :

T(S/Og) = Q(S/I:Ig) 0 (Q,8/0g) = Q(S/I:Ig) [1S)]ss, %1573 - Q(s/0Og)

Pour effectuer le produit de comoment, les torseurs doivent étre écrits au méme point.
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L’opérateur comoment est commutatif avec I’opérateur somme. Cette proprieté est utile pour
calculer les puissances développées par les efforts extérieurs. En effet si le solide subit plusieurs
types d’efforts (pesanteur, ponctuels, pression réparties) la puissance développée par ces efforts est
la somme des puissances développeées par chaque type d’efforts :

PS - s/0g) ={FE - 9)}o 0 { V(S/Dg)}os

types types

P(S - S/Og) = d,eéon{FkG ~ 9} 0{Vsma}e= T PGS - si0g)

ou P"(§ — S/0Q) est la puissance développée par le type d’effort n°k dans le mouvement de S par
rapport a Og.

Si pour effectuer les comoments les torseurs doivent étre écrits au méme point, en revanche les
puissances et I’énergie cinétique sont INDEPENDANTES du point d’écriture des torseurs. Pour
calculer les puissances développées par des efforts de types différents on peut utiliser des points
différents:

IV.2.i L'exemple du Disque en mouvement sur un plan

>

«

-----‘-----
=)

O
«

y>

Les grandeurs cinétiques et cinématiques sont :

V(GOS/Og)=A X 0(G,S/0g)=CO 7

Q(S/0g) =0 7

T(S/0g) = %{C(S/EI 0) yes O {V(s/mg) }es

T(S/Og) = % ms V (Gs/0g) . V (Gs/0g) +% 3 (s/0g) . o (GS/Og)
T(S/Og) =%m5 % +%c o’

Les actions extérieures qui agissent sur le solide sont:
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Premier type d’effort : la pesanteur dont le vecteur accélération s’écrit :
g sina
§(G,S/I:I Q)= -g cosa
©%.y.7310
PY%(g - S/Og) = {F(g_j - S)}QS O {V(S/I:Ig)}QS avec les torseurs écrit en Gs par souci de
simplification

PY(g - S/Og)=A mgsina
Second type d’effort : I’action du plan sur le disque au niveau du contact:

S _ as L5, =Ny
> i la liaison est parfaite : {F(Plan - S)}| = Lo

—

M(l,s, .s)= 0

P(Plan - S/Og) = {F(Plana S)}|s O {V(S/IZIg)}|s avec les torseurs écrit en Is par souci de

simplification nous obtenons que :
P°(Plan — S/Og) =0

» i la liaison est non parfaite (frottement) :

Rs, -
{FPlan - s)p=9 17
M(l,s; .s) = 0

=Ny +TX

P°(S - S/Og) = {F(Plan - S)}.S 0 {V(S/I:Ig)}.S avec les torseurs écrit en Is par souci de
simplification nous obtenons la puissance :

P°(Plan - S/O0g)=(A+r0) T
qui est non nulle et correspond a la puissance dissipée par la liaison. Effectivement d’aprés
Coulomb cette quantité est soit nulle (roulement sans glissement) soit négative puisque :

V (I, S/Plan=0g) . T X <0

ou encore ()'\ +r é) T < 0 qui n’est rien d’autre que la puissance développée par les efforts de
contact dans le mouvement de S/Og.

Finalement nous obtenons en appliquant le Théoréme de I’Energie Cinétique :
types

%T(S/Dg) =P(S - S/Og)= Z PXS - S/0Og)

d’effort
%T(S/I:Ig) =PYg - S/Og)+ P%Plan - S/Og)

» i la liaison est parfaite :

d1 1 . .
4t (5 Ms A*+5 C 8%) = A g sina qui nous donne ms A A + C 86 = A g sinat

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
Auteur JCG
71/94



E Ecole Nationale Supérieure de Mécanique et d'Aérotechnique

iere année

; Cours de Mécanique analytique 1 Energétique
o

. N T
ou sous la forme d’une Intégrale Premiere : > Ms A+ > C 6° = A g sina + constante

si la liaison est non parfaite (frottement) :

d 1 o1 C : : . . =
gt (3 ms A+ 5C 8% = A g sina + (A + r ) T qui tout calcul fait nous conduit & :

mSX)'\+Céé=)'\gsina+()'\+ré)T

IV.2.ii Intérét du Théoréme de I'’énerqgie cinétique appliguée a un solide

Dans certains problemes compliqués, il nous permet d’obtenir une équation du mouvement.

Dans d’autres problémes il peut nous informer directement sur les puissances que doivent
développer les moteurs pour créer une cinématique particuliere.

Par une mesure des différences d’énergie cinétique entre deux instants, on peut estimer les efforts
dissipatifs de frottement.

IV.3 Théoréme de |I'énergie cinétique appliqué a un systeme de solide

Nous sommes en presence de n solides notés Sy, ........ \Sh.
Appliquons le théoreme de I’Energie Cinétique a chacun d’entre eux, nous aurons n équations de la
forme suivante :

%T(Sillilg) =P(Si - Si/0g)

ou i varie de 1 a n. Sommons ces n équations nous obtenons :

n n
d _

Oou encore
n n

%Z T(S/Og) = 2 P(Si - Si/0g)
i=1 i=1

en distinguant les efforts qui sont appliqués de I’extérieur au systeme de solide et ceux qui sont la

conséquence des interactions nous pouvons écrire :
n n n n

d 2 T(S/0g)=2 P(Z - Si/0g)+ 2 2 P(S; — SiOg)
dt i = i=1j=1j%i

> Laquantité 2 T(Si/0g) est I’énergie cinétique du systéme composé de n solides rigides, elle
i=1
n

est notée T(Z/Og) = Zl T(Si/Og)
i=
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> La quantit¢ > P(E — Si/Og) est la puissance développée par les efforts de I’extérieur
i=1

agissant sur le systéme dans le mouvement du systéme par rapport & Og. On la note P(Z —
n

¥/0g) = Zl P(E - S/0g).
n n

> La derniére quantité 2 2 P(Sj — Si/0g) est appelée la puissance des interefforts et elle
i=1 j=1,j#i
n n

estnotée P(Z)=2 2 P(S; — S/Og).

i=1 j=1,j2i

THEOREME DE L’ENERGIE CINETIQUE
APPLIQUE A UN SYSTEME DE SOLIDES RIGIDES :

%T(Z/Dg) =PE - z/0g) + P(2)

La dérivée par rapport au temps de I’énergie cinétique du mouvement du systéme de solide par
rapport au référentiel Galiléen [O0g est égale a la puissance développée par les efforts de
I’extérieur qui agissent sur le systeme dans le mouvement du solide par rapport au référentiel

Galiléen Og plus la puissance des interefforts.

> L’ENERGIE CINETIQUE du solide dans son mouvement par rapport a 0g est définie
par :

T(2/Og) = Zl T(S/0g)

La puissance développée par les efforts de I’extérieur qui agissent sur le solide dans le
mouvement du solide par rapport au référentiel Galiléen g est définie par :
n

PE - 3/0g) = Zl P - s/Og).

la puissance des interefforts est définie par :

P =2 2 P, - siOg)

i=1 j=1,j#i

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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IV.3.i Remargues sur la puissance des interefforts

Comme nous venons de le définir la puissance des interefforts est definie par la double sommation :
n n

PE)=2 2 P(Sj — Si/Og)
i=1 j= 1]¢|
que I’ on peut écrire sous une autre forme :

P(Z) = Z 2 F>(sJ ~ Si/g) + P(Si— Sj/0g)

i=1 j=i+
Chaque quantlte P(S; - Si/g) + P(Si— Sj/Og) se note P(S; « S;), elle est appelée puissance
développeée par les interefforts entre les solides S et S; .
Cette puissance se calcule de la maniére suivante :
P(Sj - S)= P(Sj - §i/00g) + P(Si- S,-/I:Ig)

Ps; - 8)={FS - $)Ye 0 {Visi09}os + {Fs: - S)}e: 0 {Vis/00)}o
comme {Fk(Si - S,-)}QS =- {Fk(S,- - Si)}QS alors :

P - )= {F - S0}es O [ {V(s/D0)}os - {Visy0) }or

La puissance des interefforts développées au sein d’un systeme de solide est la puissance
développée par les interactions entre les solides dans leurs mouvements relatifs les uns par rapport
aux autres. Cette puissance est indépendante du référentiel.

Si les interactions entre les solides se réduisent aux actions de liaisons et si ces liaisons sont
parfaites alors la Puissance des Interefforts est nulle.

La Puissance des Interefforts développée par les actions de liaison d’une liaison parfaite est nulle.
ATTENTION : La puissance des efforts extérieurs au systeme générée par une liaison parfaite peut
étre non nulle voir I’exemple ci dessous.

IV.3.ii Exemple
A
z V2
S3,m3
y g
A
220V
A
Si,mMy Samp ] [ o
[220v) T 2
Année scolx veﬂlon 1.6
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Les trois moteurs M; M, M3 sont intégrés dans les liaisons. Ils sont considérés étre sans masse. Les
liaisons sont supposees parfaites.

» Systeme 2 = {S3}
%T(Sg/l]g) = P(Ss — Sy/0g)

%T(SJDQ) =P(g - Ss/0g) + P(S; - Sa/0g) + P(M3 — S3/g)

%T(Sgllil 0)={F(g - s9Jo: 0 {V(ss00) Jos + {F(s2 - S9)}ox 0 {V(S/D0) }ox
+ {FMs - So)}os 0 {V(sy00) Fos

Dans ce cas précis, la puissance des actions de liaison S, — Sz développe une puissance non nulle
dans le mouvement de Sz par rapport a [0g.

» Systeme X = {S; O Sy}
%[T(Sg/l]g) + T(S»/0g)] = P(Z — Sa/g) + P(Z - S,/0g) + P(S; ~ Sa)

d = 5
a [T(S3/|:|g) + T(Sz/Dg)] = P(g - S3/|:|g) + P(g - Sz/Dg) + P(M3 - S3/|:|g) + P(M3 -

S,/09) + P(S1 - Sp/00g) + P(Mz — S/0g) +P(Sz2 « Sg)

Comme la liaison entre S, et Sz est parfaite nous pouvons écrire (et vous pouvez le vérifier que) :
P(S; - S3) = 0. En revanche bien que la liaison soit parfaite la puissance P(S; — S,/[1g) est non
nulle, car le champ cinématique n’est par le champ relatif tout simplement. Finalement nous
obtenons :

& msyog + T001 = {FG - 9t 0 {VissDo}e + {FG - S}o O

{V(Sz/Dg)}Qs + {F(M3 - S3)}Qs O {V(S3/Dg)}Qs + {F(M3 - SZ)}QS O {V(Sz/Dg)}Qs +
{F(s1 - S)}os O {V(s00) bos + {FM2 = S5 }os O {V(S2/00) }os + 0.
On peut aussi inclure le moteur. Lorsque ce dernier est sans masse nous exprimons le Théoréme de
I’énergie cinétique sous la forme suivante :

» Systeme 2 ={S; [0 S, 0 M3}
%[T(Sg/l]g) +T(S2/0g)] = P - Sy/0g) + P(Z - S/0g)
+P(S2 & Sg) + P(S2 « M3 - Sy)

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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Par rapport a la situation précédente la puissance développée par les moteurs fait partie des
interefforts, nous allons exprimer ces quantités

d - 5
at [T(Ss/0g) + T(S/09)] =P(g - Ss/0g) + P(g - S,/OQ) + P(S1 - S,/0g) + P(M2 — Sy/000)

+P(S2 & Sg) + P(S2 « M3 - Sy)
Comme la liaison est parfaite P(S,; « S3) = 0. La puissance des interefforts développée par le
moteur qui prend appui sur S; et qui agit sur Sz s’exprime de la maniere suivante :

P(S2; « M3 - S3) = {F(M3 - 83)}QS O {V(83/ Sz)}QS ou de maniére équivalente
P(Sz « Ms - S3) = {F(Ms — S5) }os 0 {V(So/ S9) }os

Finalement :

d — —

gt [T6s00) + T(s0g)] = {F(G - S9}es O {VissDg)}os + {F(@ - So}os D
{V(Sz/ O 9)}Qs + {F(Sl - SZ)}QS O {V(Sz/ O 9)}Qs +0 + {F(M3 - S3)}Qs O {V(S3/ SZ)}Qs-

Remarquons que le théoreme de I’énergie cinétique appliqué au systeme {Sz [0 S, [0 M3} est
équivalent a celui appliqué au systeme {Ss; [0 S,}. Pour s’en persuader il suffit de comparer les
différences :

* dans le cas {S3 00 S, O M3} la puissance développée par le moteur est classée dans les interefforts

et s’écrit par exemple : {F(M3 - S3)}QS O {V(83/ Sz)}QS
* dans le cas {S3 [0 Sy} la puissance développée par le moteur est classée dans les efforts extérieurs
et s’écrit:

{F(Ms K S3)}Qs [ {V(Ss/Dg)}Qs + {F(Ms K Sz)}Qs O {V(SZ/DQ)}Qs :
Comme le moteur est SANS MASSE :

{FVs - S)}os = -{FMs - S9)}os

donc :

{FVs - s9}o 0 {Visymg) Fos + {FMs - S }os 0 {Vis2/00) }ros =

{F(M3 - S3)}Qs 0 {V(S3/|:| g)}Qs - {F(M3 - S3)}Qs 0 {V(Sz/D g)}Qs =

{F(Ms - S3)}Qs O [{V(S3/ Dg)}Qs - {V(Sz/ Dg)}Qs] =

{F(M3 - 83)}QS O {V(83/ Sz)}QS qui n’est rien d’autre que P(S; « M3 - Sg)

On peut inclure ou non les moteurs dans le systeme, I’important est de les classer dans les efforts

extérieurs s’ils n’appartiennent pas au systéeme ou dans les interefforts s’ils appartiennent au
systeme. La derniere solution nécessite moins de calcul.

> Systéme 2= {83 os,0Ss;,0M;0 Mg}

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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o [T(S40g) + T(S/0g) + T(Sy/Tg)] =

P(E - Sg/0g) + P(Z - Sy/0g) + P(Z - S,/0q)
+ P(Sz o 83) + P(Sl o Sg) + P(Sz « M3 > 83) + P(Sl M > Sz)
plus détaillé nous obtenons :

d

at [T(Ss/0g) + T(S2/g) + T(S2/0Q)] =

P(g - Sa/0g)+P(g - S/0g)+P(g — S,/0g)+P(Bati — S/0g)+P(M; - S1/0g)
+ P(Sz o S3) + P(S]_ o Sz) + P(Sz — M3 - S3) + P(Sl — M2 - Sz)

Comme les liaisons sont parfaites :
P(Sz o S3) =0et P(Sl PN Sz) =0

mais aussi P(Bati - S;/00g) = {F(Bati - Sl)}QS 0 {V(SllBatiEIZIg)}QS puisque dans ce cas

particulier le torseur cinématique {V(SllBatiEIZIg)}Qso est le torseur du mouvement relatif de la
laison :

o [T(S40g) + T(S/0g) + T(Sy/Tg)] =

{F(@ - su}te 0 {VissDg)}tos + {F(G ~ S}o 0 {Vis/Og) }os + {F(G ~ So)}os O
{V(S3/ a 9)}Qs +0+ {F(Ml - Sl)}Qs O {V(Sl/ a 9)}Qs-
+0+ {F(Ms - S3)}Qs O {V(S3/ Sz)}Qs + {F(Mz - SZ)}QS O {V(Sz/ Sl)}Qs-

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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V Principe des Puissances Virtuelles "PPV"

V.1 Cas d'un Solide

Rappelons le Principe Fondamental de la dynamique dans le cas du solide:

Torseur des efforts résultants extérieurs au solide en Q est égal Torseur dynamique en Q.
{F(§ - S)}Q = {D(S/I:Ig)}Q

Cette égalité est toujours veérifiée si l'on multiplie chaque terme par le méme torseur. Plus
particulierement nous multiplions cette egalité par un champ de moment de "vitesse" rigidifiant. Un
champ rigidifiant est un champ qui Vvérifie I'nypothese de solide rigide. Ce champ virtuel ne possede
aucune réalité physique et aucune dimension. On le nomme champ de vitesse car les termes obtenus
dans chaque membre de I'égalité s'apparente a des puissances. On pourrait les nommer plus
judicieusement torseurs tests puisque l'intérét du PPV outre I'aspect fondamental réside dans le
choix de ces torseurs qui peut faciliter la mise en équation.

Le PPV s'énonce de la fagon suivante :

QUEL QUE SOIT le champ virtuel : {V*(s) }o

{FG - 9)}o O {V*(5)}o={D(s/mg)}o O {V*(s)}q

Le terme {F(§ - S)}Q O {V*(S)}Q est baptisé Puissance Virtuelle des efforts extérieurs notée :
P*(S - s)
etle terme{D(S/EI g)}Q O {V*(S)}Q Puissance Virtuelle des accélérations notée P c(S/0g)

0{V*(s)}o Pac(s/ag) = P*( - 9)

C’est une égalité simple entre des scalaires dont L’ INTERET ESSENTIEL tient dans le :

0{V*s)}e.

Par conséquent, il est possible en choisissant un champ de générer une égalité scalaire. Par
conséquent une ‘infinité” d’égalité scalaire peut étre construite. Evidemment I’intérét ne reside pas
dans I’infinité d’égalité, mais dans le choix de torseur test qui conduise aux équations scalaires
recherchées.

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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V.2 Cas d'un Systeme de Solide :

Soitun systtmedensolidesZ=S; O Sy O.evvvvivineiennnn. [0 Sy, pour chaque solide il est possible
d'appliquer le PPV :

0{V*(s)}e
Pe(Si0g) = P*(extérieur a = — ) + P*(S,= S) + P*(S2= S) + ... + P*(Sn - S)

Nous obtenons ainsi n équations. Pour formuler le PPV sur le systéme, il suffit de sommer ces
équations :

n n nn
S P (S/0g) = 3. P*(extérieuras — )+ ¥ 3 P*(s;- S)
=1 i=1 i=1j=1
j#i
Cette double sommation peut se simplifier en remarquant que {F(Sj - Si)}Q =- {F(s,i N S,-)}Q
donc :

S IPYs-5)=3 SRS - 5)Fo 0 {VHs)}o

i=1j=1 i=1 j=1
J# jZi
nn_ n-1 n
> YP*s-s)= % TR - s)te O {V*(s)- VX))o
i=1j=1 i=1 j=i+l
J#i
nn_ n-1 n
> YPUs-8)=% T{FGS - s)te O {V*(sis)}o
i=11;% i=1 j=i+l

Ce terme n'est rien d'autre que la puissance virtuelle des inter efforts notée Pireretrors(Z).

Le PPV pour un systéeme de solide s'énonce de la fagon suivante :

0 {V*(2) }q rigidifiant sur chague solide
Pace (2) = P*(extérieur 2 - %) + Pecrions(2)

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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VI Equations de Lagrange

Les équations de Lagrange sont issues du PPV lorsque I'on choisit un champ virtuel particulier. Ce
champ se définit de la fagon suivante sur le solide S; :

{V*(s)}o={Vau(siog) }o

Torseur cinématique du solide S; en mouvement par rapport a (g relatif au paramétre gy

Avec ce champ pour chaque solide, le champ virtuel des mouvements relatifs {V*(Si/S,-)}Q est
égal a {Vau(s/s) }o
Dans ce cadre spécifique et restrictif, le PPV s'écrit alors :

%{D(SJDQ)}Q [ {qu(Si/I:Ig)}Q = %{F(extérieur az - Si)}Q [ {qu(Si/I:Ig)}

i=1 i=1

1
+'3 3 LR - s)bo 0 {Vausis)}e
i=1 j=i

n

Détaillons le terme D, {D(Si/EI g)}Q O {qu(Si/EI g)}Q en revenant a sa definition premiere, c'est a
i=1

dire :

{D(svog) }o O {Vadsiog) Jo = m. I (MOS/O )OV(MDS /IZIg)

solide Si qk 0

dm(M)

En utilisant les relations de Lagrange I'intégrale s'exprime en fonction du déplacement :

{Disvoate D {Vasmo}o= III 7 omosing %57 am(w)

solide Si

d0OMs; dla.| o. 1 2
ou I‘(M/l:l) aqkS|D <a{6aj-a—m(>opérateur§[V(MDSi/Dg)}
donc
I1f 0 |. 2 L9 mosing)
{D(S/Dg)}Q - {qu(S/Dg)}Q_ lide Si <dt Ok aqk>0pérateur2 V (MOsi0g)

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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donc par conséquent comme le solide est indéformable:

{D(siog)}o O {Vad(siog) }o = <%{ o } S ] %[V(Mmsilugﬂ dm(M)

— |-
A0k 00k opérateur soiide i

Il apparait I'énergie cinétique naturellement:

{D(Si/EIg)}Q [ {qu(Si/I:Ig)}Q = <%|: g } - aa_qk> T(Si/IZIg)

o
aqk opérateur
ou encore :

d | aT(si i
L ) A e

Ce comoment de torseur représente I'évolution de I'énergie cinétique par rapport au coefficient qy.

En revenant a la formulation du PPV nous obtenons finalement :

I'EQUATION DE LAGRANGE relatif au PARAMETRE Ok
d {6T(Si/Dg)} 0T(S/Og) _

= %{F(extérieur asz o Si)}Q U {VQk(Si/Dg)}

S dt| g, e 5
n-1 n
+Y  YA{FGs - sy} O {Vadsis)}o
i=1 j=i+1

Les termes de droite de I'égalité sont appelés :
Coefficients énergétiques ou Coefficients d'influences :

» Coefficients énergétiques des efforts extérieurs

n n
> Qqu(extérieuras - sy0dg) = 3 {F(extérieur az - Si)}Q [ {qu(Si/EIg)}
i=1 i=1

» Coefficients énergétiques des inter efforts entre les solides du systeme de solides

% % Qa(s; - s) = % % {F(si - s)}o O {Vau(sis) }o

i=1 j=i+1 i=1 j=i+l

IIs représentent la contribution du parametre gy dans la puissance des efforts extérieurs et des inter

efforts. Pour calculer ces coefficients deux solutions se présentent :
» Soit a partir de la définition précedente apres avoir calculé les torseurs cinématiques relatifs

au parametre qy.
Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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» Soit en utilisant la Puissance Virtuelle dans le cas ou le champ virtuel est compatible avec
les liaisons:

P*(extérieuras - s)) = {F(extérieuraz - s)}o O {V*(s)}q
[1 S; cette puissance est aussi égale a :

n

P*(extérieuras - ) = Y Qqu(extérieura = — Sy/0Og) ak
k=1

Il en est de méme pour la puissance des inter efforts:

P*(s; - s) = {F(s; - s)}o O {V*(sis) }o

s'exprime aussi de la fagon suivante :

n
P*(s; - s)= X Qaus; - ) G

k=1
Cette méthode est rapide puisqu'on extrait directement tous les coefficients d'un seul calcul de
puissance virtuelle

Remarques :
> 1l ne faut jamais calculer les coefficients avec la puissance réelle, il y a des risques d'erreur.

> Dans le cas d'une liaison géométrique parfaite entre deux solides S; et Sjsile paramétrage
est compatible avec la liaison alors :

Qu(sj - ) =0 0o
Le coefficient d'influence énergétique des inter efforts dans la liaison est nul. Attention cette
définition met en jeu uniquement les inter efforts de la liaison. S’il y a des ressorts ou des moteurs il

faut ajouter les coefficients dus aux ressorts et aux moteurs.

> Si le systeme est lie au bati par une ou des liaisons parfaites et dans le cas ou ce bati est lié
au repére Galiléen, nous obtenons aussi :

Qqi(extérieur a = — Sy/0g) = 0 Cg

FINALEMENT :

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
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» Toutes les liaisons sont parfaites
» Les n paramétres g; (i=1,.......... ,n) sont indépendants et suffisent pour repérer tous les

solides du systéme étudié
» Les paramétres de position définissant les solides sont compatibles avec les liaisons.

ALORS :

Pour obtenir les N EQUATIONS DU MOUVEMENT, il suffit de choisir le champ virtuel égal
aux différents champs cinématiques relatifs aux parametres g; (i=1,........... ,n)

si {V*(si) }o = {Vau(svmg) } Os; on obtient :

TS T n-1 n
£q1:%{6 (;L/I]g)} g (;q/llilg) = Zqu(exterleuraZ - Sidg)+ > Y qu(SJ o Si)
9 =1 i=1 j=i+1
si {V*(si) }o = {Va.(sv0g) } OS; on obtient :
) n-1 n
£ 2:dQ OT(S(.)/EIg) oT(S/0g) _ Zqu(exterleuraZ - S/Og+ > > qu(SJ - Si)
L ag 002 i=1 i=1 j=i+1

éi {V*(s) }o = {Va(svOg) } Os; on obtient :

. n-1 n
£ k:i 6T(SL/I:Ig) oT(5/Dg) _ Zqu(exterleuraZ - S/Og)+ > > qu(SJ )
dt aqk aqk
i=1 i=1 j=i+l

éi {V*(s) }o = {Van(svOg) } OS; on obtient :

d|oT(S/0 oT(Sy/0
£qn:a[ (0a g)} (aq 9 _ ZQqn(exterleuraZ - Si/Og) + Z Z Qqn(SJ o Si)
n =1 j=i+l

Ces n équations du mouvement sont équivalentes a celles obtenues avec le Principe Fondamental de
la Dynamique.

Cas Particulier :
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Si les parametres repérant la position des solides du systeme en mouvement par rapport au repere
Galileen sont surabondants il est nécessaire de rendre compte de la relation qu'il existe entre les
parametres. Cette relation traduit généralement une liaison supplémentaire omise dans le
parametrage par souci de simplification.

1€re facon de procéder :

Pour résoudre le probléme c'est tres simple, il suffit de supposer que tous les parameétres sont
indépendants. Ensuite d'écrire toutes les équations de Lagrange et d'ajouter a ce systéeme la ou les
relations traduisant la ou les liaisons omises lors du paramétrage. Ceci est valable quel gue soit le
type de relation (holonome ou non holonome).

2nde facon de procéder :

Il est possible d'utiliser les multiplicateurs de Lagrange. Pour cela il faut distinguer les liaisons
holonomes et non holonomes :

Définitions:
Liaison Holonome ou intégrable: Une liaison est dite holonome lorsqu'elle peut s'exprimer par

des conditions géomeétriques ne faisant pas intervenir les vitesses. Ceci peut se traduire
mathématiquement par une fonction

(91,02, e ,0n,t)=0
Exemple :
Age
</ Y > R

X

>

wangle de rotation

Sur cet exemple nous choisissons comme paramétre de position x , y position du centre d'inertie G
par rapport au repere O,X,Y et 0 la position angulaire. Le paramétrage est surabondant puisqu'il
existe une relation entre x y et 0. Cette relation se présente de la fagon suivante :

R=-xsinB +y cos 6

Nous avons une liaison holonome indépendante du temps.
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Si B = it la relation précédente fait apparaitre explicitement le temps la liaison est dite holonome
dépendante du temps.

Liaison NON Holonome ou non intégrable: Une liaison est dite non holonome lorsqu'il est

impossible de I'exprimer sous forme de conditions géométriques du type définit précédemment,
mais seulement sous la forme de conditions non intégrables.

n
> ax % + by = 0 avec ax(gt) et br(qx,t)
k=1
: : - _ of D of
Cette relation traduit une liaison non holonome sauf si ax = a_qk et > by = - Alors dans ce seul
k=1

cas nous avons a faire a la dérivée par rapport au temps de la relation f(qy,02,........... ,0n,)=0.

Remarque : Une liaison parfaite entre deux solides peut toujours s'exprimer sous la forme d'une
fonction f = 0.

Si toutes les liaisons supplémentaires omises lors du paramétrage sont holonomes alors il est
possible d'utiliser les multiplicateurs de Lagrange pour prendre en compte les relations
supplémentaires:

Supposons que la relation se présente sous la forme : f(gq,d2,...ccv.... ,an,1)=0 , les équations de
Lagrange se presentent sous la forme :

d[oT(s/Og)] aT(S/dg) (I L nn of
Bk dt{ 00l } ook Equk(eXterleuraZ ~ Si/llg) +i§1j§1qu(Sj - S) [+A 30,
>

tous les efforts sauf ceux de la liaison complémentaire

A est le multiplicateur de Lagrange il est identique aux efforts transmis par la liaison. Remarquons
que ce multiplicateur est une inconnue du probléme.

S’il y a plusieurs liaisons :

f1(01,00,eevenee ,0n,t)=0
(IR 7 I ,n,t)=0
fm(A1,92, e ,0n,t)=0

Les equations se présentent alors de la fagon suivante :
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d [9T(S/0g)] 9T(S/O n o o
£qk:a{ ( . g)} - (a' 9 _ > Quk(extérieur a = — Si/0g) + > > QUk(Sj « Si)
90k Gk i=1 i=1j=1
i
tous les efforts sauf ceux de la liaison complémentaire
of; of, 0fm
MitAha F o, A

! i o] 2 00k ™ 00k
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VIl Stabilité et mouvements particuliers

VII.1 Introduction

Nous sommes dans le cadre ou la position du systeme étudié = = S; O S, [0.....00 S, est
reperée par n parametres g;,do,......... .0, et la variable t. Nous avons vu au cours d'exemples

précédents que les équations représentatives du mouvement sont des équations différentielles non
linéaires de degré deux (derivees secondes). La détermination de I'évolution des parametres a partir
de ces équations est tres difficile. Deux méthodes sont envisageables :

» Numériques

» Analytiques.

La premiére est applicable a toutes les situations mais attention elle n'est pas triviale car non
automatique. Il est nécessaire d'adapter la méthode a chaque situation ( intégration explicite ou
implicite, analyse modale, choix des amortissements,......... ).

La seconde demande de l'ingéniosité et n'est possible que dans des cas simples ou plus
particuliers tels que :

» la determination de positions d'équilibre,

> la determination au voisinage de cette position du mouvement,

» la détermination des mouvements stationnaires,

» la détermination des oscillations autour des mouvements stationnaires.

VII.2 Equilibre

Plusieurs équilibres sont définissables :

Equilibre par rapport a un parametre :
On dit qu'il y a équilibre pour le paramétre 0 avec j fixe s'il existe des Conditions Initiales :

0i(t0)=jo ; Gii(to)= o pour i#j
dj(to)=gje ; Gj(t0)=0
telles que les équations du mouvement conduisent a la solution : qj(t):qje t.

Equilibre paramétrigue :
On dit qu'il y a équilibre paramétrique s'il existe des Conditions Initiales :

gj(to)=gje Ui ; Gj(t0)=0
telles que les équations du mouvement conduisent a la solution : gj(t)=gje Ut U .

Démarche :
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Pour déterminer les équilibres paramétriques il suffit de remplacer gj(t) et q(t) par 0 dans le

systeme d'equations differentielles. On obtient alors un systtme a n équations et n inconnues
01026 e e ,0ne qui peut admettre une ou plusieurs solutions .

Si I'on obtient une position d'équilibre, les questions qu'il est naturel de se poser sont :

» L'équilibre est -il stable ?
> Que se passe t-il si I'on se décale 1égérement de cette position d'équilibre ?

VII.3 Stabilité d'un Equilibre Paramétrique

L'état d'equilibre parameétrique de (016,00gs -+ - ,One) est dit STABLE si et seulement si :
>0etu>0 0On>0etv >0 tels que pour toutes les Conditions Initiales g;(to)=gj, ; G;(t0)= Jjq
vérifiant |q;, - G| < N €t [Gjol < v On ait O t to, [g;(t) - gjel < € et |gi()| <

Si € et p sont "petits” la stabilité est dite Conditionnelle et si € et p sont o la stabilité est dite
globale. Autrement dit un équilibre est stable si le systéme étant dans des conditions initiales
"voisines" de I'équilibre, la trajectoire du systeme reste dans un voisinage de la position d'équilibre.

E— ®
N bt
. /
AN /
® /
® T
STABLE INSTABLE

Notion d'équilibre asymptotique :

L'état d'équilibre paramétrique de (Q1e.02es- e em- One) est dit ASYMPTOTIQUEMENT
STABLE si et seulement si [In >0 et v >0 tels que pour toutes les conditions initiales g;(to)=qj, ;

G;(to)= G, Vérifiant |gj, - il < N €t [qjol < v ON ait :
Jim lai(t) - die| = 0
ould >00T Ot>T |g;(t) - gjel < €

;Année scolaire 2004/2005 - version 1.6
Auteur JCG
88/94



Ecole Nationale Supérieure de Mécanique et d'Aérotechnique
= Cours de Mécanique analytique 12" Stabilité linéarisation

L'équilibre asymptotique ajoute une notion de temps a la notion de stabilité. Au bout d'un certain
temps on tend vers la position d'équilibre.

Remarque : Cette définition de la stabilité nécessite la résolution des équations différentielles
traduisant le mouvement autour de la position d'equilibre lorsque I'on décale le systéme par rapport
a cette position. Ce n'est pas le cas du théoreme de Lejeune Dirichlet qui fournit une condition
suffisante de stabilité de I'équilibre sous certaines hypothéses.

Théoreme de Lejeune Dirichlet :
Soit un systeme X dont les liaisons sont indépendantes du temps, soumis a des forces données
dérivant d'un potentiel indépendant du temps. Si pour une position d'équilibre g, du systeme, le

potentiel est MINIMUM STRICT, alors g est une position d'équilibre STABLE.

Commentaires :

» Dans l'énergie potentielle peuvent intervenir aussi bien des actions exterieures
qu'intérieures.

> Le théoréeme ne suppose pas des liaisons parfaites.

» La démonstration montre que le theoreme s‘applique a tout systeme dont la position est
définie par un nombre fini de paramétres géometriques.

» La condition de minimum strict n'est pas necessaire. Un corps soumis a son poids pouvant
glisser avec frottement sur un plan incliné est en équilibre stable.

» La condition de minimum large n'est pas suffisante : une bille pouvant rouler sans glisser sur
un plan n'est pas en équilibre stable.

Pour déterminer si le minimum est strict on étudie le signe de 32V au point d'équilibre g, ou la
forme quadratique qui est représentée par une matrice dit de rigidité. Les composantes de cette
matrice sont obtenues a partir du potentiel de la fagon suivante :
0°V(Qe)
Kij =34 g
04 9q;
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» Si elle est définie positive ou si toutes les valeurs propres sont strictement positives V(Qe)

est un minimum strict.
> Si elle n'est pas définie positive, des valeurs propres sont > 0 et des valeurs propres sont < 0
alors V(qge) n'est pas un minimum et il est possible de montrer que I'équilibre est instable.

» Si certaines valeurs propres sont nulles, il faut considérer les dérivées d'ordre supérieures.

A
vV vV
|
N +
|
9e
|
|
qe q 2 | q
R > A > 2
q 1 - — q - -
k - -
Cas DEFINIE POSITIVE Cas non DEFINIE POSITIVE
STABLE INSTABLE
L'équilibre g, est stable si les valeurs propres de la matrice [K] sont > 0 . Les valeurs propres A; de
la matrice K sont racines de I'équation déterminant det [K - A 1 | =0 ou I est la matrice identite.

Dans le cas d'un systéme a deux parametres :

(azvj ( Y j
0%, \0010as)

Kij (de)= 92V 92V
(6 g:0 QJ o (5 ZQJ o

les racines de det {[K] - A [I]} = 0 sont > 0O si le produit des deux racines sont > 0 ainsi que leu
somme.

det {[K] - A [1]} =0 nous donne:

(K -A) (Ky-A) - (Kp)2=0

ou encore

A2 - (Kt + Kyp) A + Ky Ky, - (K12)2 =0

écrit autrement

A2-SA+P=0
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ou S est la somme des deux racines et P le produit par conséquent les deux racines sont > 0 si et
seulement si :

0%V 0%V
S>OOUK11+K22>OOU( j +(62 j >0
Yae que

0°q
azvj (azv) [( Y, ) j2>0
2 2 -
0 Sk Qe 0 02 Qe aqla 42 Je

Intérét de théoréme de Lejeune-Dirichlet:

et

P>00uKy Ky-(Kp)2>0 ou(

Le théoreme ne nécessite pas I'écriture des équations du mouvement. Aucune résolution
d'équations différentielles n'est nécessaire, il suffit juste de calculer le Potentiel, d'établir la matrice
de rigidité [K] puis étudier les valeurs propres de cette matrice.

Lacunes du Théoréme :

Le théoréeme ne donne aucun renseignement sur la trajectoire du systeme écarté de sa
position d'équilibre. Pour obtenir ces informations il est nécessaire de resoudre les équations
differentielles traduisant le mouvement autour de la position d'équilibre. Dans la majeur partie des
cas les équations sont non linéaires et il est impossible de résoudre analytiquement ces équations.
Toutefois I'étude porte généralement sur les mouvements avoisinant I'équilibre et dans ce cas il est
possible d'obtenir ces informations en linéarisant les équations. Nous verrons l'utilisation de cette
technique de linéarisation dans un chapitre ultérieur.

VIl.4 Mouvement permanent ou stationnaire

Définition :
Le mouvement d'un systéme matériel = est dit stationnaire s'il existe des Conditions Initiales :
0i(t0)=q ; q(t0) = 0 T i=1,........... P

(t0)=0lo ; 0(t0) = Qs [ k=p+1,........... n

telles que les équations du mouvement conduisent a la solution :
qi(t)= constante = q;s J i=1,........... .

g«(t)= constante = Gy, O k=p+1,........... n.

Pratiguement pour déterminer les mouvements stationnaires d'un systeme de solide,on
remplace dans le systeme différentiel qui régit les mouvements

qi(t) et qi(t) par 0 O i=1,........... P
et qu(t) par 0 O k=p+1,........... n

Remarque :
Cette definition ne nécessite pas que les liaisons du systeme soient holonomes et indépendantes du
temps, comme cela était le cas pour la définition de I'équilibre d'un systeme, En particulier tous les
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parametres d'un systeme peuvent étre constants au cours du mouvement lorsque existent des
liaisons dépendantes du temps ( sans gu'il y ait pour cela d'équilibre genéral), on dit alors que le
systeme est en EQUILIBRE STATIONNAIRE.

Stabilité d'un mouvement Stationnaire :

Le mouvement stationnaire d'un systeme matériel est STABLE si :
>0etu>0 0On>0etv>0 tels que pour toutes les Conditions Initiales qi(to)=q ; 0:(t0)= G
vérifiant g, - G| < N et |G| <V on ait O t >to , |gi(t) - gl < € et |ai(t)] < p pourd i=1,........... P

L'étude de la stabilité d'un mouvement stationnaire est en général difficile car il n'existe pas d
théoreme aussi général que celui proposé par Lejeune-Dirichlet. Seules quelques classes
particuliéres de probléme conduisent a des théoremes efficaces. La seule méthode qui "marche a
tout coup™ est d'étudier le mouvement en résolvant les équations linéarisées.

VII.5 Technique de linéarisation

VII.5.i Présentation

Pour mettre en évidence la stabilité d'une position d'équilibre I'idée est d'étudier le mouvement réel
du systeme lorsque I'on perturbe le systeme avec des Conditions Initiales "voisines™” de la position
d'équilibre. L'étude du mouvement reel est tres difficile car il faut résoudre les équations
nonlinéaires du mouvement. La solution consiste a etudier un mouvement "voisin” dont les
équations sont linéaires.

VII.5.ii Méthodologie

1 : On effectue un changement de variable en posant :
Cas d'un équilibre O =1,....... N

0i = Qie T &

ai = ?':i

¥

Cas d'un mouvement permanent (1 =1,....... P
Ji=0s + &

ai = ?':i

¥ =

2 . On perturbe le systeme en le décalant Iégerement de sa position d'équilibre ou de la trajectoire
de son mouvement permanent. (Techniques de perturbation).

Ceci conduit & supposé que les grandeurs &(t) , &(t) , €:(t) sont des infiniment petits du premier
ordre.

3 : La linéarisation consiste a développer (Taylor) les fonctions intervenant dans les équations a
partir de la position d'équilibre ou par rapport a la position correspondant au mouvement
permanent. Une fois ce développement effectué il suffit d'éliminer les termes d'ordre supérieurs a 1
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(exemple de terme d'ordre 2 (€)2, £¢; , exemple de terme d'ordre 3 €; (£2)........... ). Finalement nous
obtenons des équations linéarisés qui traduisent un mouvement voisin du mouvement réel.

4 : Comme les équations sont linéaires il est possible de les résoudre analytiqguement est d'étudier le
mouvement linéarisé. Par conséquent il est envisageable de conclure quant a sa stabilité.

5 : De maniere rigoureuse il est nécessaire de mettre en place des théorémes adaptés aux diverses
situations pour apporter une conclusion sur la stabilité du mouvement réel. La mise en place de cet
environnement mathématique n'est pas I'objet de ce cours. Nous supposerons dans les exercices
traités que la stabilité du mouvement réel est identique a la stabilité du mouvement linéarisé.

VII.5.iii Présentation de la Technique de Linéarisation pour une classe

particuliere de systeme

Hypotheses :
* Les liaisons sont indépendantes du temps
* Les actions sont indépendantes du temps
* Le paramétrage est strict
* Les liaisons sont holonomes ou les actions proportionnelles aux vitesses

Dans ce cadre les équations s'expriment de la fagon suivante :

£/ My (@) G+ £i(0,G) 0U G™= (Gsyevvvrrs ) € G (Gayesrvvvnn G)

Remarquons dans le cas d'une position d'équilibre pour tout i nous avons ces relations :
fi(ge,0)=0

Le changement de variable g = q. + &, 0; = &, g = €, conduit aux équations suivantes
£/0: M; (0t €) € +Fi(de+€ € =0

Les composantes du vecteur € sont des infiniment petits du second ordre, il est possible de
développer M; et f; par rapport a €. Le développement de Taylor donne les équations suivantes :

oM; oM;) &2 00 ofi) o of ) &
M;(de) + —1') £ +(—'1) =+ .. € +(Qe0 +( O'J &+ (—O'J 4.
( J(qe) (aq] de ‘ aq] de 2! J I(qe ) aq Jde ‘ aq de 2!

of, o) & _
() e (2] 5

En négligeant les termes d'ordre supérieurs a 2 et en simplifiant les indices muets, les équations se
résument a :

M;(0e) €; + i(Qe,0) + (a—fo'J § + (%) & =0 avec la relation fi(ge,0) = 0
aq Qe 4 Qe
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on obtient les équations linéarisées suivantes :

oo af, o (af ij
M;; € + > e+|—] & =0
J(Qe) J (a que ) q] G ]

Ce sont bien des équation linéaires puisque les termes en produit de °s°,-, E,-, g sont constant.

Le mouvement linéarisé autour de la position d'équilibre est décrit par les fonctions t — g (t)

La démarche est identique dans des cas plus compliqués ou dans les mouvements voisins de
mouvement stationnaires. Il peut apparaitre un second membre dépendant du temps ou au pire les
coefficients peuvent eux-mémes dépendre du temps.

ATTENTION : La trajectoire du mouvement réel est plus ou moins différent de ce dernier, cela
dépend uniquement de la non linéarité du probléme.
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