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Le double pendule

On considere le systéeme du double pendule plan représenté sur la Figure 1. Deux masses mi et my
se déplagant dans le plan {0, 2, y} sont reliées par une tige inextensible de longueur ls. La masses my
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étant elle méme reliée au point 0 par une tige de longueur /3. On note ®; et ®, les angles (Oy, Om;)
= —

et (Oy, mims).
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FI1GURE 1. Double pendule plan

(1) Recenser le nombre de degrés de liberté et donnez les coordonnées généralisées correspon-
dantes.

(2) Ecrire la ou les équations de Lagrange.

(3) On suppose que l'on a:

(0.1) {<I>1(0)=<I>o, $,(0) =0

Dy(0) =0, @(0)=0
avec @ suffisamment petit pour que I'on puisse effectuer I'approximation des petits déplacements
(sin(x) ~ x, cos(x) ~ 1).
Résoudre alors les équations du mouvement.



(1) On a un probléme & deux corps se déplacant dans un plan. Le nombre de coor-
données cartésiennes est donc de 4: (1, y1,22,y2). On a deux liaisons holonomes
traduisant I'inextensibilité des tiges: (x1 —x2)? + (y1 —y2)? = la et 27 +y3 = [2. Le
nombre de degrés de liberté est donc de 2. On choisit ®; et ®5 comme coordonnées
généralisées. (Ce choix n’est bien sir pas unique.)

(2) Les équations de Lagrange sont:

9 <3L> _oL _,
(0.2) ot \ 9d, o®;
o (o) oLy
ot \ 09, 0P,
avec L le lagrangien défini par L =T —V ou T est I’énergie cinétique et V' 1’énergie
potentielle.

L’énergie cinétique T' s’écrit
1 1
T = lev(Ml/R)z + 5va(Mg/R)2
v(M/R) = 11y, = v(My/R)* = 1292
U(M2/R) = U(Mg/Ml) + U(Ml/R)
U(MQ/R) = ZQ('D21TOQ> + ll(i)llrgf
’U(MQ/R)2 = Zg@% + l%@% + 2[1[2@1@2 @.u—g;
~——
cos(Po—P1)
1
2
L’énergie potentielle s’écrit quant-a-elle (& une constante additive pres):

V = —magy(M1) — magy(M>)
y(My) = licos(Pq)
y(My) —y(My) = lacos(Py) =  y(Ms) = licos(Py) + lacos(P2)
V = —(mq + m2)glicos(P1) — maglacos(P2)

T = 3 (mq + mg) l%@% + mzl§q>§ + malilo® Pocos(Py — P1)

Dérivons maintenant 7" et V' partiellement par rapport aux coordonnées et vitesses

généralisées.
T g .
—_— = (Tﬂl + mg)llfbl + mglllgq)QCOS((I)l — (1)2)
0,
orT . .
—_— = m2l§¢>2 + mgl1l2‘1)1cos(¢>1 — (I)g)
0D,
aT L.
E = —mglllgq)l(I)QSZn((I)l — (I)Q)
oT L.
E = m2l112<I>1<I>Qsm(<I>1 — (I)Q)
av .
20, = (m1 + ma)glysin(®q)
ov
“r o in(®
0%, maglasin(Ps)

Les équations du mouvement sont alors:

(m1 + mz)l%QH + mglllgtfgcos(q)l — q)g) + mglllgfbgsin(@l — (1)2) + (m1 + m2)gl18in(@1) =

mgl%(ﬁg + mglllgq;lCOS(q)l — @2) — mglllgiﬁsin@)l — (1)2) + mgglgsin(@2> =




Sous I’hypothese des petits déplacements, les équations du mouvement deviennent:
(m1 + mg)l%(l)l + mglllgfﬁg + (m1 + m2)gl1‘1)1 =0
mgl%(ﬁz + mglllgfI;l + mgglg<1>2 =0

Sous la forme matricielle, on a:

(m1 + mz)l% molilsy (I'l i (mq + mg)gh 0 (0] _
molils TTLQZ% (o2 0 maglo Dy

0}

On pose a = &, le systeme s’écrit alors
mi + mo
1 ll Oélg (I.).l + (bl _ 0
g ll l2 (I)Q @2 o 0
| S —
(M]

La matrice [M] admet les deux valeurs propres:

1 _
N = 5 (lg + 11+ (—1)1\/@ — 205 + l% + 40él2l1> = {1, 2}

associées respectivement aux vecteurs propres:

1 A
v-) o (12 b (1) 2l 3+ 4al2l1)
1

i={1,2}

Ceci permet de calculer 'exponentielle de la matrice [M] et ainsi la solution du probléeme.
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