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Mécanique classique et relativité restreinte

Fascicule 1 : Mecanique Classique
1. Avertissement

Attention, ce document (fascicule 1) porte pompeusement le titre de « Cours de
mécanique classique et de relativité restreinte ». C’est probablement ainsi que vous le
considérerez puisqu’il constituera pour vous la seule référence dans laquelle vous serez toujours
capables de trouver mes propres facons de faire ou de présenter certaines notions que nous
aborderons dans ce cours de mécanique. Je tiens a préciser que ces « facons » ne sont pas
spécialement originales mais résultent simplement de mes choix ou gofits qui se sont affirmés
depuis de nombreuses années au gré de mes lectures et études. Il y a par exemple plusieurs fagons
d’aborder le probleme de Kepler (dit a deux corps), mais les deux que j’ai choisies sont a mon
avis les plus directes ou simples (vecteur de Runge-Lenz et méthode de Binet).

Quant a la relativité restreinte (fascicule 2), je préfere de loin un cadre qui fait un usage
effectif de la géométrie hyperbolique de 1’espace de Minkowski: i) celles et ceux qui
continueront en physique théorique trouverons cela bien utile de travailler comme le font
quotidiennement les physiciens des particules; ii) ce faisant on évite aussi le léger malaise
entourant la notion de masse variable comme on peut le voir dans de nombreux livres
d’initiation: dans I’espace de Minkowski la masse est un invariant d’un référentiel galiléen a un
autre, ce qui est intellectuellement tres satisfaisant. Ce cours de relativité s’éloignera donc du
style de la plupart des manuels. Ces derniers ne sont pas faux, loin de 1a, puisque nous arriverons
aux mémes résultats, mais revétent un petit coté vieillot avec leur (1_vz/cz)”2 et leurs masses

variables avec la vitesse ! De plus, dans ’espace de Minkowski, le probleme (j’ai bien dit
probléme et non paradoxe) des jumeaux s’explique treés simplement.

Donc, bien que ce document par son titre laisse attendre un cours complet de mécanique,
bien évidemment, il conviendra de ne considérer ce texte que comme un petit résumé de
mécanique classique et de relativité puisqu’il vous faudra aller puiser ailleurs (dans Mécanique II
notamment, Hydrodynamique et le cours de relativité générale) les compléments indispensables a
un vrai cours de mécanique.

2. Quelques repeéres historiques et biographiques

La mécanique dite « classique » s'est développée depuis 1'Antiquité, avec notamment
Archimede, jusqu'au XVII® s., puis ensuite avec Galilée, Newton ou Huygens.

Elle comprend trois grands domaines : la statique, étude de 1'équilibre et de l'action des
forces sur les corps en l'absence du mouvement ; la cinématique, description de l'espace, du
temps et des mouvements indépendamment de leurs causes; la dynamique, étude des
mouvements sous l'action des forces.

Au XVIIF® s., les progres de la mécanique consistent en une meilleure formulation
mathématique de la mécanique de Newton, ce qui constitue la mécanique rationnelle. A la fin de
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ce siecle, Lagrange fonde la mécanique analytique en rassemblant toutes les branches de la
mécanique (statique et hydrostatique, dynamique et hydrodynamique) et en mettant les équations
de la dynamique sous une forme plus générale et plus simple. A la méme époque se développe la
mécanique des fluides, tant appliquée que théorique.

Au XIX® s., les développements concernent le mouvement relatif, les théories de
1'élasticité, de la capillarité, de la propagation des mouvements dans les milieux continus et la
formulation des équations générales. Dans la seconde moitié du XIX® s. est fondée la mécanique
statistique, étroitement liée a la thermodynamique.

Enfin, au XX°® s., la mécanique contribuera, avec 1'électromagnétisme, a la construction de
nouveaux domaines de la physique : théories de la relativité (Albert Einstein) ou physique
quantique (Louis de Broglie).

Ci-dessous, on donne quelques informations biographiques sur Galilée, Newton et
Einstein, dont les portraits figurent en couverture de ces notes de cours.

Galileo Galilei, dit Galilée
Pise 1564 - Arcetri 1642
Savant et écrivain italien.

En introduisant I'emploi de la lunette en astronomie (1609), il a été a l'origine d'une
révolution dans I'observation de 1'Univers. Il découvrit, en particulier, le relief de la Lune, les
quatre principaux satellites de Jupiter (aujourd’hui appelés satellites galiléens), les phases de
Vénus et la présence d'étoiles individuelles dans la Voie lactée, notre propre galaxie.

Rallié au systeme héliocentrique de Copernic, dont l'ceuvre venait d'étre mise a I'Index en
1616 (I'Index était un catalogue des livres prohibés par l'autorité religieuse catholique. Cette
censure, créée au XVI° siecle, a été abolie par le pape Paul VI en 1965), Galilée fut déféré, apres
la publication du Dialogue sur les deux grands systemes du monde, devant le tribunal de
I'Inquisition, qui le condamna et I'obligea a se rétracter (1633) ; I'Eglise I'a réhabilité en 1992.

Galilée fut aussi I'un des fondateurs de la mécanique moderne (Discours concernant deux
sciences nouvelles) et joua un rdle majeur dans l'introduction des mathématiques pour
l'explication et la description des lois physiques. Il établit notamment la loi de la chute des corps
dans le vide et donna une premiere formulation du principe de relativité.

sir Isaac Newton
Woolsthorpe, Lincolnshire, 1642 - Londres 1727
Savant anglais.

Il construisit a Cambridge le premier télescope. En optique, il mena des expériences de
décomposition de la lumiere par le prisme et présenta sa théorie corpusculaire de la lumiere
(1675), objet d'une vive controverse avec R. Hooke et C. Huygens.
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Ce n'est qu'en 1687, sur l'insistance de E. Halley, que parait Principes mathématiques de
philosophie naturelle. Newton y applique les mathématiques a 1'étude des phénomenes naturels,
en premier lieu le mouvement.

Sa mécanique, base des développements ultérieurs de cette science, est fondée sur le
principe de l'inertie, la proportionnalit¢ de la force a l'accélération et 1'égalité (en termes
d’intensité) de l'action et de la réaction (ces deux dernieres lois s’averent en général fausses dans
le cadre de la relativité restreinte). De la théorie de l'attraction universelle et de la loi qui en
découle se déduisent les trois lois de Kepler.

En mathématiques, Newton posa, parallelement a Leibniz, les bases de 1'analyse moderne
(méthodes infinitésimales, par exemple). Enfin, il écrivit des ouvrages théologiques et effectua
des travaux d'alchimie, qui influenceérent sa réflexion, notamment concernant l'attraction
universelle.

Albert Einstein
Ulm 1879 - Princeton 1955
Physicien d'origine allemande naturalisé suisse, puis américain.

Il établit la théorie du mouvement brownien et, appliquant la théorie des quanta a 1'énergie
rayonnante, aboutit au concept de photon. Il est surtout l'auteur des théories de la relativité
(relativité restreinte, 1905 ; relativité générale, 1916), qui ont marqué la science moderne, dans
lesquelles il révise profondément les notions physiques d'espace et de temps, et établit en

particulier 'équivalence de la masse et de 1'énergie ( E = mc”).

Epris de justice et de paix, il cosigna la lettre au président Roosevelt qui, devant la
menace allemande, lanca les recherches sur I'arme nucléaire. Mais, aprés la guerre, il lutta
activement contre la prolifération de cette arme, notamment avec le philosophe et mathématicien
Bertrand Russell (Prix Nobel 1921).

3. Les vecteurs

On appelle espace vectoriel E sur un corps commutatif' (par exemple 1’ensemble des
nombres réels R ) un ensemble d’éléments, appelés vecteurs, qui satisfait aux propriétés
suivantes :

" Ensemble muni de deux lois de composition internes, dont la premiére lui confere la structure de groupe
commutatif (loi +), la seconde conférant aux éléments non nuls la structure de groupe (loi X), et la

seconde loi étant distributive par rapport a la premicre (ax(b+c) =aXxXb+axc). On rappelle qu’un
ensemble G muni d’une loi * constitue un groupe dés que les conditions suivantes sont satisfaites : i) si
a,be G alors a*be G, ii) il existe un élément neutre (noté e) dans G : YVae G:a*e=e*a=a, iii)
tout élément a de G possede un inverse noté i, tel que a*i, =i, *a=e. R est un groupe pour la loi +
(I'inverse de tout réel r étant simplement 1’opposé —r, I’élément neutre étant 0). Il est aussi un groupe
pour la loi X (I'inverse de r étant 7', 1’élément neutre étant 1). R est d’autre part un corps, I’ensemble
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1) E est muni d’une structure de groupe commutatif pour une loi de composition
interne (i.e. quand on compose deux objets de méme type, on obtient un 3™ objet de type
identique aux deux premiers objets), I’addition vectorielle, notée simplement + (2 ne pas
confondre avec la loi + des éléments du corps).

2) Pourtout A et u appartenanta R, et atout i et vV appartenant a E, on a:
o Au+v)=i+v
o Awii)=(Au)i
o (A+u)u=Au+puu
1

Quand le corps n’est pas R la structure est appelée (en algebre générale) module. Ainsi
un espace vectoriel ordinaire est un module particulier, celui construit sur le corps des nombres
réels.

Parfois on notera un vecteur en le surmontant d’une fleche, des fois sans, mais alors on

I’écrit en caracteres gras : A, A ou tout simplement A . Toute notation est acceptable a partir du
moment ou 1’on sait de quoi on parle et pourvu qu’elle ne conduise pas a des contradictions ! Il
faudra se souvenir de cette remarque quand nous aborderons la relativité restreinte dans I’espace
vectoriel de Minkowski, car le mot vecteur y désignera des objets de natures tres différentes.

On appelle base d’un espace vectoriel de dimension n un systtme de n vecteurs de E,
indépendants, permettant d’exprimer linéairement et de maniére unique tout vecteur de E. Cette
unicité de la décomposition d’un vecteur en composantes relativement a une base donnée est
I’essence méme du calcul vectoriel.

Par exemple, dans 1’espace ordinaire a trois dimensions, un vecteur peut s’écrire en
fonction des vecteurs unitaires (i.e. de norme 1.) d’une base orthonormée (i,}j,Kk) :

A:Aj+ij+Azlz . La base (f,j,l;) est aussi appelée base cartésienne. Pour cette base

cartésienne, on écrira souvent les vecteurs de base (f(,ff,i) .

Dans une base cartésienne, son module (ou norme) A est alors donné par:
‘AH:A=1/A5+A}2,+A3 (il s’agit d’une simple application du théoreme de Pythagore dans

I’espace).

Le produit scalaire de deux vecteurs est alors donné par (dans un repere orthonormé) :

L déf
A-B=ABcos@=AB +AB +AB.| ou @ est I'angle que les deux vecteurs font entre eux. On

dit que deux vecteurs sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul (on annule le cosinus !). Un

des nombres complexes C en est un autre. Il existe en mathématiques de nombreux corps adaptés a
différents problémes (corps des quaternions, etc.).
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espace vectoriel muni du produit scalaire ci-dessus constitue un espace euclidien. En relativité,
nous introduirons un nouveau produit scalaire dit produit scalaire de Minkowski.

Notons que I’on a la relation suivante entre le module d’un vecteur et le produit scalaire

— 12 - =
de ce vecteur avec lui-méme : HAH =A-Al

On peut aisément démontrer que (voir annexe a la suite de cette section):

1) K'(E+C):A-I§+A-C
2) (AA)-B=A-(1B)=1AB

3) I’égalité n’ayant lieu que si A=0

>
2>
v
o

L def
Le produit vectoriel de deux vecteurs est quant a lui donné par :]AXB = ABsin@ u, |, ou le

sens et la direction du vecteur unitaire u, sont donnés par la régle de la main droite ou du tire-

bouchon. Au lieu d’utiliser la notation X, on écrira parfois A pour représenter le produit
vectoriel. Ces deux notations sont courantes mais il me semble préférable d’utiliser X car le
symbole A a en mathématiques (analyse) un tout autre sens (ce que 1’on appelle le produit
extérieur, une notion fort utile dans le cadre de la théorie des formes différentielles extérieures
qui permet notamment de simplifier grandement la formulation de 1’électromagnétisme classique,
ou encore de donner un cadre mathématique rigoureux et concis pour toutes les parties des
mathématiques en relation avec les intégrales multiples, les changements de variables, etc.).

Il n’est pas (tres) difficile de vérifier que la norme de AxB n’est rien d’autre que 1’aire
du parallélogramme formé par les vecteurs AetB.

Le produit vectoriel satisfait les propriétés suivantes (voir annexe ci-dessous):

D AxB=-BxA

2)  (2A)x(uB)=(4u)AxB

3)  Ax(B,+B,++B )=AxB +AxB,+ - +AxB,
4)  Ax(2A)=0

Dans une base orthonormée directe (i.e. orientée selon la régle de la main droite) on a
naturellement : XXy =27, yXZ=X et ZxX =Yy . Dans ces conditions on peut facilement montrer

que :
A (B, (C.\ (AB.-AB,
AxB=Ce| A, |x| B, |=|C, |=| AB,—AB,
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On utilise aussi le triple produit vectoriel (trés utile en électromagnétisme comme vous le
verrez dans quelques sessions) qui vérifie notamment:

—

Ax(ﬁxé)zﬁ(&é)—é(&ﬁ)

Enfin, on définit le produit triple (ou encore produit mixte) :

A'(ﬁxé):B-(szi):é'(Axﬁ)

Annexe : Démonstrations de plusieurs théoréemes d’algebre
vectorielle

Produit scalaire et multiplication par un scalaire

On se propose de montrer que (/1A)-l§ =A- (/IB) =1A-B.

Démonstration :

On rappelle que, par définition, le produit scalaire de deux vecteurs est
-, déf - _
A-B = ABcos@ avec @ I'angle entre les directions de Aet B. On a donc la série d’égalités
suivantes qui prouve I’assertion cherchée:

(/11&) ‘B H/h&””ﬁucos 0= /1”11””1?”%5 6 =AABcos@
A-(4B) =[] B cos = 2] [[B]cos = 24Bcos

AA -B = AABcos@

Distributivité du produit scalaire sur I’addition vectorielle

On se propose de démontrer que A'(ﬁ +C) =A-B+A-C.

Démonstration :

Il faut bien shr utiliser la définition géométrique du produit scalaire (voir figure ci-
dessous). On a :
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A-(B+C)=A-B+A-C
| ][5+ Ccos ] B cos e, + [&]| €] ose
AxOJ ;AXOH +AxHJ

AxOJ =Ax(OH +HJ )
AXOJ = Ax0J

Produit scalaire de deux vecteurs dans une base cartésienne
On se propose de montrer que dans une base cartésienne on a,

A-B=AB +AB +AB

Démonstration :

Dans une base cartésienne, les composantes de A et B sont: A:(AX,A},,AZ),

ﬁ:(Bx,By,BZ) . Donc, par distributivité du produit scalaire sur 1’addition vectorielle (voir

précédemment),
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—

A-B=(Ai+Aj+AK)(Bi+Bj+BK)
AB=ABi-i+ABi j+ABik
+AB j-i+ABj j+AB.jk
+ABK-i+ABK-j+ABKk-k
et donc,
AB=ABi-i+ABj j+ABKk

—

AB=AB +AB +AB,
Produit vectoriel de deux vecteurs et aire du parallélogramme associé

On se propose de justifier I’énoncé suivant : la norme de AXB n’est rien d’autre que
Iaire du parallélogramme formé par les vecteurs A et B.

Démonstration :

On a (voir figure ci-dessous):
|AxB| = ABsin6 = AxGH

Donc HAXEHreprésente I’aire du rectangle OIJK. Mais cette aire n’est rien d’autre que

celle du parallélogramme OGLK (construit avec les deux vecteurs de départ Aet B) puisque par
construction les triangles OIG et JKL ont la méme surface.

Anticommutativité du produit vectoriel

— — —

On souhaite prouver que AxB =-BxA .
Démonstration :

La raison est géométrique : par définition, le produit vectoriel de deux vecteurs est donné
L déf
par : AXB = ABsin@ u_, ou le sens et la direction du vecteur unitaire U, sont donnés par la

10



Mécanique classique et relativité restreinte

régle de la main droite ou du tire-bouchon. Ainsi AxB et Bx A doivent étre deux vecteurs dont
la somme est le vecteur nul.

Produit vectoriel et multiplication par un scalaire
On a (/L&)x(,uﬁ) =(Au)AxB.
Démonstration :
Du méme type que celle concernant le produit scalaire et la multiplication par un scalaire.

On s’abstient donc de donner plus de détails.

Formule du produit triple ou produit mixte

On veut montrer que A-(ﬁxé) = B'(CXA) = C-(Axﬁ).

Démonstration :

Nous avons déja démontré que 1’aire du parallélogramme hachuré sur la figure est
simplement la norme du produit vectoriel AXB . Il en résulte que le produit scalaire

C. (Axﬁ) n’est rien d’autre que le volume (orienté : il faut faire attention a I’ordre des vecteurs

car AxB =-BxA !) du parallélépipede indiqué sur la figure ci-dessous.

B — e
A

Bien évidemment ce volume peut étre calculé a partir des autres faces du parallélépipede.
C’est pour cela que ’on a C'(Axﬁ) =A- (ﬁxé) =B- (Cxﬁ).

Distributivité du produit vectoriel relativement a I’addition vectorielle
On se propose de démontrer que Ax(ﬁl + ﬁz) = Axﬁl + Axﬁz .

Démonstration :

11
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Ce résultat est de loin un des plus compliqués. Il existe plusieurs démonstrations. En voici
une (la plus algébrique, je veux dire qui fait le moins appel a des considérations géométriques
plutdt difficiles a visualiser — en général - par le commun des mortels) qui utilise le produit triple.
Appelons V le vecteur suivant :

V=Ax(B,+B,)-AxB, —AxB,

On aura démontré le théoréme si I’on prouve que V = 0. On a (on utilise deux fois les
formules du produit triple):

Produit vectoriel de deux vecteurs dans une base cartésienne

On se propose de justifier que,

C.) (AB.,—AB,
AxB=Co|C, |=| AB,-AB,
C.) \AB,-AB,

Démonstration :

Elle repose sur la distributivité du produit vectoriel par rapport a 1’addition vectorielle
(voir précédemment) et sur le fait que XXy =—-§yXX=2Z, yXZ=—ZX§J=X et ZXX=—XXZ=Y.

Dans le fond la démonstration ressemble beaucoup a celle concernant le développement du
produit scalaire sur une base cartésienne. On s’abstient donc de développer plus ici.

Formule du triple produit vectoriel

On souhaite démontrer que (Kxﬁ)xé = E(K'C)—A(E-é).

12
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Démonstration :

Le plus simple est d’utiliser une base cartésienne choisie de telle facon que A ait la méme
direction que i : A = Ai. On peut bien sfir choisir notre base de telle facon que B = Bj+ Byj
(autrement dit, le plan contenant A et B est choisi pour plan des xy). Dans ces conditions le

vecteur C a pour composantes absolument quelconques Cszf+C);j+CZl; . On a alors de

maniére triviale:

A
.C=B

X X y y

xB=A

=-TH~]
A

1]
0

a
+
=~
P

>
oo}
i

y

)xC=ABkx(C,i+C,j+Ck)=ABC,j-ABC,i

y

o]}

Ax

—

On a bien, enfin,

4. Rappels et compléments d’algeébre linéaire

4.1. Changement de base dans un espace vectoriel

Supposons qu’un méme vecteur A soit décomposé sur deux bases (e,,e,,e,) et (31,32,33)

d’un méme espace vectoriel tridimensionnel
(vous pourrez aisément généraliser a la dimension deux ou aux dimensions supérieures a trois).

Ici on ne fait aucune autre hypothese sur les vecteurs de base, en particulier les bases ne sont
pas nécessairement orthogonales ou orthonormales. Si une base est orthonormale, alors on dit que

les coordonnées (x',x*,x”) sont des coordonnées cartésiennes et on les écrit souvent (x, y,z) au

lieu de (x',x*,x°).

Dans chaque base, en général, on a donc les composantes (x',x*,x’) et (x',x*,x°) du
vecteur A telles que :

1 2 3 —l= , —2— |, —3—
A=xe +xe,+xe,=xe+xe+xe

ou,

o

4

3 3
A=) xe=>%
=1 i=1

i

13
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Notez bien la facon dont on a posé les indices : pour numéroter 1’indice des vecteurs de
base on a mis I’indice en bas; pour les composantes du vecteur, on a mis 1’indice en haut.

Suivant Einstein, on peut tirer profit de la notation indicielle en haut pour les composantes
et en bas pour les vecteurs de base : lorsqu’un méme indice est répété en haut et en bas, alors on
omet le signe sigma (X ) puisque la somme est alors considérée implicite. Cette convention est
appelée convention d’Einstein. Vous verrez toute la puissance de cette convention lorsque vous
aborderez la relativité restreinte ou la notion de contrainte hydrodynamique ou la théorie de
I’élasticité; cela est encore plus vrai en relativité générale.

Avec la convention d’Einstein, finalement, on peut donc écrire de maniere beaucoup plus
compacte :

o

i i (2

Azixiei =Z3:?E —A=xe =X

Dans ce qui précede, I'indice i est appelé indice muet. En effet, on pourrait tres bien
utiliser une autre lettre pour signifier la sommation implicite, par exemple & (il suffit, dans le
fond, qu’un indice soit répété en haut et en bas):

Supposons maintenant que 1’on passe d’une base a I'autre a 1’aide d’une application
linéaire” L dont les coefficients sont notés L*l." (un indice est indice de colonne, 1’autre indice de
ligne):

conv. Einstein

3
vie{l,2,3}:€, =) Le, = Le,
k=1

La derniere égalité est une notation trés compacte équivalente a :

) (L L Lfe
Vie{l,2.3}:e,=Le, =|¢ |=| L, L, L |e,
e) (L L L)e,

On a donc (attention, dans la derniere égalité, on a affaire a une double sommation — i.e.

3* =9 termes apres développement en dimension 3 - car deux indices muets sont présents, j et
k),

— ve =7ie =%/ (e )= [*%/
A=xe,=x'e,=x (Ljek)—ij e,

2 Voir annexe dans la section suivante pour le sens précis de ce terme. Dans 1'immédiat pensez simplement qu’il
s’agit d’une matrice.

14
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et finalement, par identification,
i _ rk—J
xe =Lx’'e

et pour la composante x' (obtenue a partir du membre de droite dés que k =),

) (L L L)X
Vie{l,23}:x' =Lx' o|x* |=| L L L|X°
S)\L B D)X

Donc (attention, on a changé les noms des indices muets), nous avons montré que :

3 3
S b S I =N it = 5k
Si e‘i—ZLjek—Ljek alors x —Zka =Lx
k=1

k=1

Ou encore, apres développement des sommes implicites :

L L Lfe ) (LL L)X
e, |alors | X* |=| L L L || x°

L L L)e x L L)(x

Si

Ll el
[
S
A
SN
il

Vous étes sceptiques apres avoir lu ces démonstrations ? Vous n’€tes pas convaincu(e)s,
vous ne comprenez pas bien la convention d’Einstein ? Allez jeter un ceil a I’annexe qui se trouve
a la fin de cette section...

Finalement, ces égalit€és nous apprennent que c’est donc la méme matrice (2 une
transposition matricielle pres : un coup on fait une sommation selon I'indice du bas, un coup
selon I'indice du haut) qui permet de passer de I’ancienne base a la nouvelle, ou bien des
nouvelles coordonnées aux anciennes. Cette différence de comportement dans un changement de
base entre les vecteurs de base, et les composantes des vecteurs fait que 1’on qualifie les
composantes des vecteurs de contravariantes, et les vecteurs de base sont appelés vecteurs
covariants (ou covecteurs). Ce langage est propre au calcul dit tensoriel.

Exemple, rotation d’angle 6 des axes x et y autour de l’axe 7 :

Ona,
€ cos@ sin@ 0)fe
e, |=|—sin@ cosfd O | e,
e 0 0 1)le,

Mais la transposée de cette matrice est,
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cos® sind 0Y cosd —-sin@ O

—sin@ cos@ 0| =|sin@d cosfd O
0 0 1 0 0 1
On en déduit donc que,
x' cos@ -—sinf 0) x'
x* |=|sin@ cos@® O} x°
x’ 0 0 1) x°

De plus, on peut obtenir des relations inverses en considérant la matrice M inverse de L :

M =

3 3
L':sie;=Y M'e alorsx’ =) M/x*
k=1 k=1

Exemple, rotation d’angle —¢ des axes x et y autour de l’axe 7 :
On a,

() cos@ —sin@ 0| e
e, |=|sinf cos@ O] e
e, 0 0 1)\ e
Mais la transposée de cette matrice est,
cos® —sin@ 0Y cos@ sind 0
sinf@ cos@é 0| =|—-sin€ cos@ O
0 0 1 0 0 1
On déduit donc que,
x' cosd sind 0 x'
X’ |=|-sin@ cos@® O] x°
X 0 0 1)|x

Autre exemple d’usage de ces concepts: notion de transformation orthogonale

On suppose que dans un méme espace vectoriel de dimension trois, on réalise le

changement de base €; = L’;ek . On suppose de plus que les deux bases sont orthonormées”, ¢’est-
a-dire que (le point désigne le produit scalaire),

Vi,j:e,-e, =0, etque Vi,j:€ € =0,

i

Cette transformation conserve donc le produit scalaire des vecteurs. Cette transformation conserve donc aussi les
) 2
longueurs puisque ”X” =X-X.

16
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avec J,un symbole appelé « symbole de Kronecker » et qui, par définition, vérifie la propriété
suivante :
Isii=j
5,']' = .. ].
Osii#j

On se propose de montrer que I’inverse de la matrice L des coefficients L est égale a sa

transposée : L' = L' . Une telle matrice est qualifiée orthogonale.

— 7k — _ m — = _ _gkym
Onae=Le cte =Le, donc ¢-¢ =7,=LLle e

=L L!8,,. On peut alors faire le

m

développement suivant (les indices k et m sont muets on doit donc s’attendre a une somme de

3* =9 termes mais... ne subsistent que trois termes, ceux pour lesquels k =m puisque pour
k #m les symboles de Kronecker J,, sont nuls),

_gkym
0, = Lil’lzé‘u + L?Liﬁzz + L?L?i533

y

8, =LL +LL +LL
Sachant que I’opération de transposition échange les lignes et les colonnes d’une matrice,

on peut toujours écrire,
Vi,j:(LT)ij =L, , donc,
_ylql 272 373
6, =LL +LL +LL

(TN g2 (TN 3 (T )
6= L) +L (2 )+ B (L),
3 ’ r j conv. d'Einstein ¢ T j
6=y r(e) T ()

Le membre de droite de la derniere égalité représente un produit de deux matrices : L et

L' . Le fait que ce produit matriciel soit égal a la matrice des

1 0 0
(8)={o 1 0
0 0 1

soit la matrice identité, nous avons donc montré que,
LT — L—l

Un exemple classique est la rotation. Par exemple, dans le cas d’une rotation d’angle &
dans le plan xy autour de I’axe des z on a bien (I’inverse étant bien s{ir une rotation d’angle —8),

17
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cos® sind 0Y cosd —-sinf@ O cos® sinf 0)'
—sin@ cos@ 0| =|sin@ cos@ O|=|-sinf cos@ O
0 0 1 0 0 1 0 0 1

4.2. Matrice d’une application linéaire aprés un changement de
base

Dans ce qui suit, on note Vect(e,,e,,e,) I’espace vectoriel engendré par les vecteurs (e, ,e,,e;).
Le probléme est le suivant :

1. On dispose d’une certaine application linéaire A qui a un vecteur u exprimé sur la base
(e,,e,,e;) associe un vecteur image Au lui aussi exprimé sur la base (e, e,,e;) :

A
Vect (e,,e,,e;) = Vect(e,,e,,e,)

u B Au

2. Supposons maintenant que l’on puisse exprimer les vecteurs sur une autre base
(€,¢,,¢). Quelle est la matrice A qui transforme les vecteurs comme A mais pour des

vecteurs exprimés sur la nouvelle base (€, ¢,,¢€,) ?

Solution : 11 suffit de concevoir une matrice P qui au vecteur u exprimé sur la base (€,€,,¢,)
donne le méme vecteur mais exprimé sur la base (e,,e,,e,), vecteur que I’on note u. Ce vecteur
u est alors transformé par A qui donne un vecteur Au exprimé sur la base (e,,e,,e;). En

appliquant la matrice inverse de P, notée P~', sur le vecteur Au on obtient alors ce dernier
vecteur exprimé sur la base (€, ¢€,,€) :

P A P! -
(el’ez’ez)%(el’ez’%)%(epez’es)%(el’ez’ez)
u — u — Au — Au

Avec ces notations on a donc naturellement |A = P'AP|.

Reste a préciser le contenu exact de la matrice P ...

Nous avons déja vu que,

3 3
s o= k. _ 7k Jj_ j=k _ yiTk
Si e = E Le,=Le, alors x’ = E Lix"=LXx
k=1 k=1

18



Mécanique classique et relativité restreinte

ou encore,
— 1 2 3 1 1 1 1 —l1
e) (L L L)e M) (LoL L)%
e 2 3 20 | 72 2 2 || =2
si|e [=|L, L L|e,|aors|x |=|L L L | X
= 1 2 3 3 3 3 3 =3
¢ Ly Ly L )\e X L L L)\ x
L’opération matricielle suivante,
(L L L
2l=le B B|®
<)\ g og)®

prend les composantes d’un vecteur sur la base (€,¢€,,€,) et fournit ses composantes sur la base

(e,,e,,e;) . Cette matrice carrée est donc directement identifiable a la matrice P souhaitée :

L L L
(P)=|L L L
L L oL

Comment ne jamais se tromper pour correctement écrire la matrice de P ?

Remarquons que,

C L L Le ¢ =Le +Le, + Le,
e |=|L L L|e |<¢e=Le+Le,+Le,
e, L, Ly L)\e, € =Le +Le, + Le,

donc la matrice de P est simplement obtenue quand on met en COLONNES les
composantes (exprimées sur la base (e,.e,.e,)) des vecteurs (€.¢,.¢€).

(P)=

o I3 L
S
Slo 0 b

4.3. Diagonalisation d’'une matrice symétrique
On dit qu’un vecteur u est vecteur propre d’une application linéaire A pour la valeur propre

A si (définition):
Al = Au
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La notion de vecteur propre est tres importante dans plusieurs domaines de la physique :
I’étude des phénomenes ondulatoires, la mécanique quantique, les contraintes hydrodynamiques
ou élastiques, etc.

Rappelons alors le théoreme d’algebre linéaire suivant (pour une démonstration voir tout bon

livre d’algebre ou bien demandez une justification a votre professeur de mathématiques; en
dernier recours je pourrais bien slir vous dépanner...) :

Si dans une base (e, e,,e;) la matrice d’une application linéaire A est symétrique, alors
dans une base (€,¢,,¢,) de vecteurs propres de A la matrice associée A=P'AP est

diagonale et les éléments diagonaux sont justement les valeurs propres de A. De plus la
matrice de passage P est obtenue en mettant en COLONNES les vecteurs propres de A
exprimés sur la base (e ,e,.e,). D’autre part P"' =P’ (’inverse de P est simplement sa

transposée : P est alors dite orthogonale).

4.4. Coordonnées cylindriques et polaires

Les coordonnées cylindriques (p,@,z) (certains auteurs les notent aussi (r,6,z)) sont

définies a partir des coordonnées cartésiennes (x, y, z) :

X=pcosQ x=rcosé

y=psin@ ou y=rsinf

4 4
u
- - . L:.T
A :
. IJ‘
h
o -
Y w
P ' Z
' Y
|
|
ip |
peose @&
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p (ou r)estla coordonnée radiale, variant de 0 a +oo. @ (ou @) est [’angle polaire,
variant de 0 a2 2z (modulo 27 ). z est la coordonnée longitudinale, variant de —co a +oo .

Les coordonnées polaires sont quant a elles la restriction au plan xy des coordonnées
cylindriques (i.e. on ignore la troisiéme dimension spatiale selon 1’axe des z).

On remarque que dans le systeme des coordonnées cartésiennes les vecteurs de base
(%,¥,2) sont i) orthogonaux entre eux, ii) de norme 1 et iii) perpendiculaires aux surfaces 2,

respectivement, x constant, y constant et z constant. De plus ces vecteurs unitaires pointent
chacun dans la direction ou la coordonnée respective augmente.

De la méme maniere, dans le systeme des coordonnées cylindriques, on définit une base

de vecteurs (f), ¢,2) (ou encore, selon certains auteurs, (f',ﬂ,i)) telle que ces trois vecteurs

soient 1) orthogonaux entre eux, ii) de norme 1 et iii) perpendiculaires aux surfaces a,
respectivement, o constant, ¢ constant et z constant. De plus on veut encore ces vecteurs

unitaires pointant chacun dans la direction ou la coordonnée respective augmente. La relation
entre ces nouveaux vecteurs de base et la base cartésienne (f(,y, i) est simple (revoir la figure ci-

dessus):
=XCcos@+ysing

p
¢ =—-Xsinp+ycosp

Z étant le méme dans les deux systémes. On remarque en particulier que la base (p,d,Z) dépend
du point de I’espace considéré, c’est pourquoi on dit que cette base constitue une base locale.

Finalement, remarquons que 1’on peut définir un vecteur position ¥ pour repérer tout
point de I’espace :

ou,
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4.5. Coordonnées sphériques

Un autre systéme de coordonnées trés utile est celui des coordonnées sphériques (7,6, ¢).
Il est ainsi défini par rapport au systeme des coordonnées cartésiennes :

x=rsin@cos @
y=rsin@sin @

z=rcosé

Sur la figure ci-dessus, vous pouvez vous faire une idée de la signification géométrique
des trois coordonnées (r,8,¢). L’angle @ (aussi appelé angle polaire) varie de 0 2 7. L’angle

@ (ou angle azimutal) varie lui de 0 & 27 (modulo 27 comme en coordonnées cylindriques). La
coordonnée radiale r varie quant a elle de 0 a I’infini. On a la relation triviale :

r=«/x2+yz+z2

Comme en coordonnées cylindriques on peut construire une base locale (i.e. dépendante

du point de I’espace considéré) du systeme des coordonnées sphériques, (f',é,(b). Le vecteur @

est identique a celui des coordonnées cylindriques (soit @ =—Xsin @+ cos @) mais les vecteurs

£,0 sont en fait obtenus apres rotation d’angle @ des vecteurs p,Z :
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r=2cos@+psinf

0=—-Zsin@+pcosd
Mais,

p=Xcos@+ysing
donc, finalement,

Xsin@cos @+ ¥ sin @sin ¢+ 7z cos

=
Il

0 =Xcos@cos@p+ycosBsinp—zsind
¢ =—-Xsinp+ycosp

Annexe : Quelques justifications additionnelles d’algebre
linéaire et d’algebre vectorielle

Notion d’application linéaire et représentation matricielle d’une
application linéaire entre espaces vectoriels de dimensions finies

Dans tout ce qui suit, on suppose les espaces vectoriels construits sur le corps des
nombres réels, R (en mécanique quantique vous aurez parfois a travailler avec des espaces
vectoriels construits sur C, I’ensemble des nombres complexes).

Par définition, une application linéaire A est une fonction qui prend un vecteur
x € V dans un certain espace vectoriel V , lui associe un vecteur y = A(x)e€ W dans un deuxieme

espace vectoriel W et qui vérifie les deux propriétés suivantes :
)
Vx,x'e ViAX+x)=AX)+ A(x"e W

&)
VxeV,Vie R: A(Ax)=AA(x)e W

Dans tout ce qui suit on suppose maintenant que les espaces vectoriels sont de dimensions
finies (il existe des espaces vectoriels de dimension infinie mais leur étude va bien au-dela de ce
cours). Par exemple, on va considérer V ayant la dimension deux, et W la dimension trois (libre a
vous de généraliser par la suite pour d’autres valeurs des dimensions des espaces...).

Une telle application linéaire A entre V et W prend donc un vecteur du plan et lui
associe un vecteur de I’espace. On se propose de montrer que toute application linéaire peut €tre
représentée par une matrice rectangulaire (qui serait par contre carrée si les deux espaces
vectoriels avaient la méme dimension), et réciproquement. On a :

xeV = x=x'e, +x’,

si 'on note (e,,e,) une base quelconque de V . Les propriétés de linéarité de A entrainent donc :
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1) (2)
x=x'e, +x’e, = A(x)=A(x'e)) + A(x’e,) = x'A(e,) + X’ A(e,)

Ce résultat est intéressant: on constate que pour obtenir I’image d’un vecteur
quelconque de V il suffit de connaitre les images par A des vecteurs de base A(e,)et A(e,)

qui sont tous deux des vecteurs de W, espace de dimension trois. Introduisons les 3xX2 =6 réels
A’ pour caractériser les composantes de A(e,) et A(e,) relativement & une base quelconque
(6.2,8) de W :
A(e,))=AE +A’E, + A'E,
A(e,) = Ag + A8, + ATE,
Finalement,
Ax)=x'A(e,) +x°Ae,)
A(x)=x'(Ag +A’E, + A'e,) + x*(Ag, + Aje, + AJE,)
AX) =5 (XAl + XA+ &, (X' A} + X°A)) + &, (X' A + x°A))
Et si I’on note,
y=A(x)eW
1
y' (A(x)) XA+ XA A AN,
X
y XA+ XA (A A

1

Ainsi parler d’une matrice revient a parler d’une application linéaire (et donc rend valides
les lois (1) et (2) ci-dessus), et réciproquement, si une application vérifie les lois (1) et (2) alors
on peut la représenter de facon matricielle ! D’autre part, on constate que la matrice de
I"application linéaire contient les coordonnées mises en colonnes des images de la base (e,,e,) :

A A
AA
A A
T
Ae) Ale,)

Convention d’Einstein : écritures pour se convaincre de son bien
fondé

Dans la section 4.1 page 13 de vos notes de cours on écrit un peu laconiquement,
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— e =76 =%/ (I*e \= I*%/
A=xe =x'e =X (Ljek)—ij e,
et on en déduit que,
i rk=—J . i yi—j
xe =Lx'e etpuisque x =Lx

Ces écritures font un usage abondant de la convention d’Einstein qui, 2 mon avis, rebute
certain(e)s. Ici, on se propose de vérifier que cette convention conduit aux bonnes relations a
partir des versions développées habituelles de telles écritures vectorielles. Par exemple, en
dimension trois on a :

Avec la convention

. . Commentaires De facon classique
d’Einstein ¢ 1
On écrit un
' ' méme vecteur
A=x'e =x"e (1) | A sur deux ! 2 3 —l= | —2— | —3—
! J A=xe +xe +xe =xe+x€+Xx 1
bases d’un ! 2 3 ! 2 &M
méme espace
vectoriel.
On exprime la € =Le +Le, +Le,
e =Le (2) |nouvelle base —
JT . e, =Le +Le, +Le, (2
en fonction de = he e, +he (2
I’ancienne. e, =Le +Le,+Le,
o A = *X'(Le+Le,+Le,)
_ On insere (2)
A=Xx’ (L];.ek ) dans le dernier +x° (leel + Lie2 + L32e3)
terme de (1). 3 ) 3
+x (L3el +Le, +L3e3)
On factorise A = e(Lx'+Lx +Lx’)
=ik par les vecteurs 2—1 | g2=2 723
A—(x Lj)ek de la premire +e, (le +Lx"+Lx )
3—1 3=2 3=3
base e, . +e, (le + X"+ Lx )
On utilise le A=xle + % +e. = e (QE1+L1YZ+QY3)
fait que les ! : : ! g
OIl Change le nom Coordonnées +e2 (ﬁfl+L§f2+L§f3)
d’un indice muet | g’yn  vecteur
. . . 3— 3—2 , 7323
(k—i)et: sont  uniques +e3(L,x1 +Lx" + Lx )
A=x'e,=(¥'L;)e, | pour établir les U
U formules  de Lo s s
T passage  des x =Lx +Lx"+Lx
i __yi—J
x =Lyx nouvelles X=X + X+ %
coordonnées

aux anciennes.

X =Lx' +Lx*+Lx°
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Ce qui précede vous a, je I’espere, convaincu de I'intérét de la convention d’Einstein :
avec peu d’écritures, cette convention conduit aux bonnes relations de transformations des
coordonnées :

1 gl=1 1=2 1=3
X =Lx +L,x"+Lx
i pi—j 2 72—1 2—2 2—3
x=Lx'" & x =Lx +Lx +Lx

3 _ 3=l 3=2 323
X =Lx +Lx"+Lx

5. Cinématique du point

5.1. Définitions de base

Dans I’espace, le vecteur position d’une particule de coordonnées cartésiennes (x, y, z)

s’écrit : |F = xi + yj+ zk|. Ce vecteur dépend évidemment du choix d’une origine de I’espace.

La vitesse instantanée (en m/s ou m s~ dans le systéme international, SI) de ce mobile est
par définition :

r - = - . r(t+e)-rt
=—=vi +v,.]+v,k=11mu,
dt T e £

<l

avec|v, =x=dx/dt||v,=y=dyldt|et|v, =z=dz/dt|

Autrement dit, la dérivée du vecteur position par rapport au temps est un autre vecteur
dont chaque composante est la dérivée par rapport au temps de chaque composante du vecteur
position (les 3 composantes du vecteur vitesse).

D’une maniere générale, quand on dérive un vecteur par rapport a une variable, cela
signifie toujours que l’on dérive chaque composante du vecteur par rapport a cette variable.

Composante par composante, on peut facilement vérifier que :

4 (13)=198 425
dt dt dt
i(g.ﬁ):d_.mg.ﬁ
dt dt dt
L (AxB)= P xB+Ax D
dt t dt

L’accélération instantanée est par définition :
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- d\7 e = =
azjzaxl +aj+ak
]

avec |a, =dv /dt| |a,=dv [ldt|et|a, =dv_/dt|, quantités mesurées en m/s* ou m s~

dans le systéme international.

Remarque : nous avons a, =dv /dt =v = X|, et des notations semblables pour a, et a_.

5.2. Mouvement a accélération constante et a deux
dimensions

Pour un corps qui se déplace a accélération constante dans le plan (xy), nous avons les
équations de la cinématique suivantes (un indice 0 indique une variable a un instant initial
donné):

LI 1
x=x0+vat+5axt ety=y0+vyot+§ayt

v,=v, tatetv, =v +atl

Vi =vi +2a,(x—x) etv; =v, +2a,(y—y,)

Pour obtenir les quatre premieres relations, il suffit de pratiquer deux intégrations
successives en partant des définitions de I’accélération et de la vitesse instantanées. Les 57°° et
6°™ relations s’obtiennent en exprimant le temps 2 partir des relations 3 et 4 et en I’injectant dans
les relations 1 et 2.

5.3. Mouvement de chute libre

Dans le cas d’un mouvement de chute libre, nous avons a, =0 et a, =—g (on a un signe

moins car on choisit ici un axe des ordonnées orienté vers le haut, dans le sens opposé a celui de
la chute; la valeur de I’accélération selon 1’axe des abscisses vaut alors 0), o g est I’accélération

gravitationnelle. Les relations ci-dessus se simplifient alors en :

1
xX=x,tv, rety=y, +vy0t—5gt2

v,=v, —gt

vi=vy =2g(y=,)
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5.4. Cinématique d’un mouvement plan quelconque

L’idéal est de travailler en coordonnées polaires. Ainsi le vecteur position d’un point M
(relativement a une origine O) s’exprime en fonction de son module r et de son argument ou

angle polaire 6.

Si nous notons F =r U, ol U, est un vecteur unitaire radial ( ||ﬁr || =1) dirigé selon le r
instantané, nous pouvons immédiatement en déduire les formes générales de la vitesse et de

I’accélération instantanées.

vt
M
o T "x
En effet, |
. _dr dr_ di, dr du, dé@
V=—=—1,+r =—1u, +r —
dt dt dt dt dé dt
Mais,

_ cos@

u =
sin@

(projetez ce vecteur sur les axes x et y et vous trouverez ses coordonnées), donc,

o di, (—sinej
u,=—= E

" 46 | cos@

Ce dernier vecteur est un vecteur orthogonal a u, (pour vous en assurer, calculez le
produit scalaire u, -u,... il est nul !). On note u, ce vecteur (voir figure). On I’obtient par une
rotation de 90 degrés dans le sens inverse des aiguilles d’'une montre (réfléchissez au signe de

chacune de ses composantes...) a partir de u, . Donc :

V=ru,_+réug

On obtient identiquement I’expression de 1’accélération :
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v d(rur+r9u9):d(rur)+d(r0ue)zﬂﬁr_i_r.du d(rf) - B
dt dt dt dt dt dt dt
L _dr. .did, d . dii, d6
a= r+r + r .
dt do dr dé dr

u,
Le nouveau vecteur

est, de maniere analogue, obtenu via la rotation d’angle 90

degrés a partir du vecteur u,, dans le sens inverse des aiguilles d’une montre. Mais on peut aussi

calculer ses coordonnées via les dérivées pour constater qu’il est tout simplement 1’opposé du
vecteur U, :

d(—sinf)
di, 46 _(—cos@j__ﬁ
deo d(cos ) —sin @ il
dé

a =i, + 6, + (70 + ro)ii, — ré’,,

a=1ii (i—rf)+1ii,(r0 + 276)|

5.5. Cas particulier du mouvement de rotation

Dans ce cas, le vecteur position a un module constant, r=cte , et la vitesse et
I’accélération prennent des formes plus simples (nécessairement, pour un rayon constant,
F=r=0):

v = réii,

a=-r0u, +réu,|

Si I’on remarque que @ = d68/dt représente simplement le changement instantané d’angle
par unité de temps, en fait cette grandeur est ce que 1’on appelle en général la pulsation du
mouvement de rotation (souvent notée @) ou encore la vitesse angulaire. Ainsi,

de rd@ ds
rO=rw=r—= =—=

dt_ di di

si I’on note ds =rd@ la distance parcourue sur le cercle pendant la durée dr (il s’agit de la
longueur de I'arc d’angle d@). La grandeur r6 représente donc tout simplement la viresse
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. s . . . . ., L e pe S0
linéaire, v, le long de la trajectoire circulaire. On peut aisément vérifier que les termes |18~ | et

de 1’accélération vectorielle valent alors |v’/r|et|dv/dt|, respectivement : vous retrouvez

ainsi les relations bien connues relatives au mouvement de rotation, telles qu’on les présente
habituellement, i.e. en termes d'accélérations centripete et tangentielle. Si la rotation est en outre

uniforme, le terme réﬁe disparait completement (la vitesse angulaire est constante pour un

mouvement uniforme !) de la relation donnant 1’accélération : il ne reste plus alors que le terme
centripéte en v’ /r (dirigé vers l'intérieur de la trajectoire, cf. le signe moins devant le vecteur

unitaire u_).
Remarques :

1. Les résultats généraux Vv =7ii, +r6ii, et a=1 (i —r6>)+1ii,(rf +2i0)
pourraient tout aussi bien s’écrire,
V=it +r60
a=(i—ré* )+ (rf+26)0
) 2. En coordonnées cylindriques, il convient d’ajouter un terme associé a la
3" dimension d’espace,
V=it+r00+ 32
a=(i—ré®F+(rf +2r0)0 + 72

5.6. Trois résultats généraux de cinématique

1. Si un vecteur non nul conserve une norme identique au cours du temps, alors il
est orthogonal a sa propre dérivée par rapport au temps.

En effet, supposons que le vecteur A ait une norme constante A durant le mouvement.
Sachant que A -A = Aon en déduit que,

4R A =L (A) =0 mai
dt( A)_dt (#A ) 0 mais,
LRA) = Z A2 gone,
dt dt B dt
AIA g RN _go a1 9A
t dt t

En particulier, si une particule se déplace a vitesse scalaire constante, alors le vecteur
vitesse et le vecteur accélération sont toujours orthogonaux dans le mouvement : Vv L a puisque
a=dv/drt.
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Un mouvement circulaire a vitesse angulaire constante satisfait évidemment cette
propriété (calculez le produit scalaire de V = réii, et a=—r6"4,, vous obtenez trivialement zéro

car u, L u, par définition de cette base locale).

2. Généralement, on a toujours,

avec v la norme du vecteur vitesse V et a=dv/dr.

Avant de démontrer ce résultat, tichons d’abord de I’interpréter. Remarquons que
v-a=vacos@ (@ estl’angle entre la vitesse et I’accélération) donc (apres simplification par v de
chaque bord de 1’égalité),

=acos@

<
|
I
<
&1
U

dv ﬂ
t

Cela signifie que seulement une partie de la norme de 1’accélération peut €tre dédiée au
changement de la norme de la vitesse. En effet, en général, une partie de 1’accélération est aussi
consacrée au changement de direction du mouvement. Autrement dit, il se peut aussi qu’une
vitesse ait une grandeur constante sans que pour autant 1’accélération soit nulle (il suffit que
I’accélération soit tout le temps orthogonale a la vitesse, comme par exemple dans le mouvement
circulaire uniforme, auquel cas toute I’accélération est employée pour le changement de
direction). Ce résultat généralise le point 1 ci-dessus.

Voyons maintenant la démonstration de ce résultat. Remarquons que I’énergie cinétique

d’une particule de masse m peut s’écrire de deux maniéres puisque V-V =1>:
| 2
—mv-V=—my

2 2
donc, apres simplification par la masse, et si I’on calcule la dérivée par rapport au temps des deux

membres de 1’égalité, on a :
d(1. .\ d(1,
—|=V:V|=—| =V
dr\2 dr\ 2

d, . . d,
—(V =—Iv
a7 = g )
av . _ dv dv dv
—V —_— = _
dt dt dt dt
2V ﬁzZv@
dt dt
& _
dt dt
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- - dv

v.-a=v—

dt
3. Rayon de courbure instantané :

Nous avons vu que pour le mouvement de rotation selon une trajectoire circulaire de
=v*/r ou v

est la norme de la vitesse instantanée tangentielle a la trajectoire circulaire. Nous pouvons

alors définir un rayon de courbure instantané o, méme pour une trajectoire non circulaire,
déf )

des que nous pouvons donner un sens a la quantité p=v~/ ||an || Remarquons qu’il convient

de noter le rayon de courbure p (avec une autre lettre que r) car, la trajectoire n’étant plus
nécessairement circulaire, la norme du vecteur position F n’est plus nécessairement constante
ni directement identifiable au rayon d’un cercle bien déterminé. En fait, nous pouvons
montrer que (formule dont I’intérét est qu’elle ne dépend pas du tout du systeme de
coordonnées utilisé),

laxs] Jax]

En effet, remarquons que, I’accélération se décomposant en la somme vectorielle d’une
accélération tangentielle et d’une accélération normale,

a=a_+a,

on a,
aAxV=(a, +a,)XxV=4a_ xV (car on atoujours a,xv="0)

dou, [ ¥] =, < ¥] = . - [¥] = a.] v

|- 2

2 v 3
donc, QED4
||a M3

Parmi le nombre infini de trajectoires possibles, il en existe deux pour lesquelles le rayon
de courbure a une valeur particulierement simple :

o Mouvement rectiligne (uniforme ou non): dans ce cas a et Vv sont
colinéaires donc leur produit vectoriel est nul et le rayon de courbure est trivialement
infini, p =400}

* Quod Erat Demonstrandum, ou CQFD en francais.
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° Mouvement circulaire de rayon r (uniforme ou non ; les seules contraintes
sont 7=7¥=0): ici le rayon de courbure est trivialement . En effet, on a en toute

généralité v =rf+ r00 = r0 et a= (i —ré>)r +(r6 +2i6)0 = —ré’t + r60 . Donc,

axv= (—r92f+ reé)x(ré’é)
axv=(-ré*ro)tx0

axv=(—r'6)rx0

donc,
|ax V| =+ ‘6’3‘ fxé” =7 ‘93‘
mais 9=w=v/r,
3 3
x| =)0 = 2 =
r
Et finalement,
Pl v

6. Référentiels inertiels et transformation de Galilée

6.1. Mouvements relatifs

Deux reperes peuvent étre en mouvement relatif, soit parce que leurs origines se déplacent
I’une par rapport a I’autre, soit parce que [’orientation relative des deux repéres change avec le
temps.

Notons que nous ne pouvons décrire que le mouvement relatif de deux reperes 1’un par
rapport a I’autre et non le mouvement absolu d’un repere, notion qui n’a pas de sens.

Bien entendu, on peut fort bien utiliser une variété de reperes différents qui ne sont pas en
mouvement les uns par rapport aux autres. Par exemple, il peut s’agir de deux repéres cartésiens’
qui different seulement par le choix de 1’origine, ou par I’orientation des axes. On dira que ces
deux reperes appartiennent au méme référentiel, puisqu’ils ne sont pas en mouvement relatif.

Au contraire, deux reperes cartésiens qui se déplacent a une vitesse constante 1’un par
rapport a ’autre n’appartiennent pas au méme référentiel. Notez qu’une quantité comme la
vitesse v d’une particule ne dépend pas du repere utilisé (c'est-a-dire de son origine ou de son

> Pour les fins de la présente discussion, il est suffisant de se limiter aux repéres cartésiens.
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orientation) pourvu que I’on demeure dans le méme référentiel. En contrepartie, le vecteur
position d’une particule dépend toujours du référentiel d’observation.

6.2. Transformation de Galilee

Considérons le cas d’un repere cartésien R’ qui coincide avec un autre repere R (méme
origine et mémes axes) au temps ¢ =0, mais dont I’origine O’ se déplace a la vitesse vectorielle

constante V = (VX,V),,VZ) par rapport au repére R. Au temps ¢, la position r, de I’origine O’ sera

V. On dit que R et R’ constituent alors des référentiels inertiels. Voir figure ci-dessous.

Pour un point quelconque P de I’espace, en supposant que la relation entre les deux
reperes peut s’obtenir a partir de la simple addition vectorielle,

e
F=Tr+r,

avec un vecteur de translation r, = Vi qui dépend du temps, alors la position ' du point P vu
depuis le repere R’ s’exprime ainsi en fonction de la position ¥ du méme point dans le repere R:

r=F-Vz
ou,
x' x V.
Y=Y - Y
Z' z V.

D’autre part, on suppose tout aussi naturellement que le temps ¢ s’écoule de la méme
facon dans les deux référentiels. Autrement dit, on ne fait pas de distinction entre le temps ¢’ tel
qu’il s’écoule dans le référentiel R’ et le temps # dans le référentiel R:
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En supposant, pour fins d’illustration, que la vitesse relative constante V est dirigée selon

I’axe des x (V =VX; on peut toujours se mettre dans cette situation, il suffit de bien définir ses
axes), alors la relation entre les coordonnées d’espace et de temps des deux référentiels est la
suivante :

x'=x-Vt
y'=y
7'=z2
t'=t

Cette relation est la transformation de Galilée. Aussi naturelle qu’elle puisse paraitre,
cette transformation n’est pas physiquement correcte. En fait, le temps ne s’écoule pas tout a fait
de la méme fagon dans les deux référentiels et la relation entre les coordonnées spatiales ne peut

pas simplement s’obtenir de la relation vectorielle ¥ =r'+F, avec I, = V¢. Nous reviendrons sur
ce point dans le fascicule consacré a la relativité restreinte.

La relation correcte entre les coordonnées cartésiennes de deux référentiels est une
question qui ne se résout pas seulement par des considérations mathématiques comme nous
venons de le faire ici : il s’agit d’une question physique qui se résout ultimement par certains faits
d’expérience. Cependant, la transformation de Galilée est adéquate en pratique, tant que la norme

de la la vitesse V est petite par rapport 2 la vitesse de la lumiére dans le vide c.

6.3. Transformations de Galilée pour la vitesse et
I’accélération — Notion de forces d’inertie

Soit V=dr/dt la vitesse d’une particule dans le référentiel R et V'=dr'/dt' sa vitesse
dans le référentiel R’. La transformation de Galilée,

x' x V.
YUEy =Y,
z' F4 V.

va nous permettre d’exhiber une relation simple entre V=dr/dt et v'=dr'/dt' :

=2 _d e )

At dt dt
v _j_y_v
dt
vV=v-V

35



Mécanique classique et relativité restreinte

ou

vV=v+V

Avec des mots, cette dernicre relation est parfois résumée ainsi: la vitesse absolue v
d’une particule est la somme vectorielle d’une vitesse relative V' et d’une vitesse d’entrainement

V . On appelle cette relation la loi classique de composition des vitesses.

Pensez a I’exemple d’une personne qui se trouve immobile sur le toit d’un train allant a la

vitesse V par rapport au sol (le sol est alors un référentiel « absolu »). Imaginez ensuite que cette
personne immobile par rapport au train (la personne constitue alors un référentiel « relatif » par
rapport a celui du sol) lance une balle ayant la vitesse V' par rapport au lanceur. Alors la vitesse

de la balle par rapport au sol est donnée par la relation v=v'+V .

Notons que la relativité restreinte nous amenera a une version différente de la composition
des vitesses. En particulier, si les axes des reperes sont paralleles deux a deux, et que le
mouvement d’un référentiel par rapport a I'autre se fait selon la direction d’un des axes (on
choisit bien les axes pour qu’il en soit ainsi), alors on peut écrire simplement (la relation
vectorielle devient une relation algébrique),

v=v'+V

Dans le cadre relativiste on obtiendra plutdt,
v'+V
v'V
I+—

2
C

v =

On constate tout de suite que cette formule rend la vitesse de la lumiere dans le vide
indépassable, ce qui est conforme aux expériences : si v'=calors v=c (si au lieu de lancer une
balle, la personne qui se trouve sur le train allume une lampe torche, alors les photons se
déplacent a la vitesse de la lumiere, aussi bien par rapport au train, que par rapport au sol), alors
que la mécanique classique donnerait une vitesse des photons plus importante v=c+V , résultat
qui s’avere contraire a 1’expérience.

Quant aux accélérations mesurées dans les deux référentiels, elles sont identiques car A4
est un vecteur indépendant du temps (constant) par hypothese :

L, dV'Uay' d . oy dvo L
a':— = —:—(V—V):—:a
dt' dt dt dt
Donc, dans deux référentiels inertiels les accélérations sont identiques (mais la relativité

nous amenera a une relation bien plus compliquée...). La notion de force d’inertie apparait alors
naturellement :
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Autrement dit, si de deux référentiels I’un n’est pas inertiel (i.e. accéléré) alors il faut

N

s’attendre a ce que la relation a'=a soit mise en défaut: a'#a . Plus précisément et par
exemple, supposons R’ accéléré par rapport a R avec 1’accélération constante a,. L’origine O de

R’ a dans R le vecteur position :

(1) = 00' =(0)+ V(0)r +%5,¢2

Si ’on suppose qu’a r=0 les deux origines coincident, on peut méme é&crire plus
. o _ — 1. .
simplement pour la position de O’ dans R: r(t):OO':V(O)t+Ea,t2. Pour un point M

quelconque de I’espace on a donc (F(¢) est la position de M dans R, r'(#) sa position dans R’),
— — -7 1 — 2
r(t)=r'(t)+ V)t +5a,t

Une premiere dérivation par rapport au temps (¢ =¢") donne alors,

- . — 1. , dr dr' _ -
rO)=r't)+viOr+—at"—-—=—+VO)+a,r
&) =r'(t)+V() S & (0O)+a,
Une deuxieéme dérivation donne enfin :

- = 2= 2=

ﬂzd—r+\7(0)+5,t—>ﬂ=d—r2+5,

dr dt' dt dt'

ou encore,
a=a'ta,

a, étant un terme vectoriel additionnel dont I’origine est reliée a la nature non inertielle de I’'un
des deux référentiels. Le terme a, conduit directement a la notion de force d’inertie —ma, car
une force s’obtient par produit d’une accélération par une masse (ma'=ma—ma,), comme nous

le reverrons plus loin (section 7.5). Il faut voir les forces d’inertie comme un moyen de rendre
valable le principe fondamental de la dynamique dans des référentiels qui ne sont pas galiléens
(ici R’), ce qui ne peut se faire qu’au prix de I'introduction de forces nouvelles, initialement
absentes dans le probleme.

6.4. Notion de principe d’équivalence

Soit une particule de masse m subissant une force constante F#0 dans un référentiel
galiléen R. On se propose de montrer qu’il existe un référentiel R’ convenablement accéléré par
rapport a R tel que 1) dans R’ la particule effectue un mouvement identique a celui qu’elle réalise

dans R avec ii) F=0. On verra ensuite comment se décline se résultat dans le cas de la force
gravitationnelle.

37



Mécanique classique et relativité restreinte

Supposons R’ accéléré par rapport a R avec l’accélération uniforme a, . Nous avons vu

précédemment qu’il existe alors la relation suivante entre a, I’accélération de la particule vue de
R, et a', I’accélération de la particule vue de R’ :

Multiplions la précédente égalité de chaque coté par la masse m :
ma'=ma—ma,

Or, dans R qui est inertiel, on a la deuxieme loi de Newton,

Donc,

Jusqu’ici, rien de nouveau : on constate juste que pour pouvoir interpréter ma' comme une
somme de forces dans R’ (autrement dit, faire comme si le principe fondamental de la dynamique
était valide dans un référentiel non galiléen, ce qui constitue de prime abord une sorte de

sacrilége) il convient de prendre en compte i) la vraie force du probléme initial F mais aussi ii)
une force d’inertie F, =-ma,. L’ajout d’une force d’inertie est donc le prix a payer pour pouvoir
appliquer la deuxieme loi de Newton dans un référentiel non galiléen.

A présent tachons de répondre a la question proprement dite : peut-on trouver un référentiel
R’ convenablement accéléré par rapport a R dans lequel la particule effectue le méme

mouvement que dans R mais avec F=0 ? La réponse est oui. Il suffit de poser F=0 dans
ma'=F—-ma, :
ma'=F-ma, >ma'=-ma, ->a'=-a,

De plus pour garantir que le mouvement de la particule dans R’ sans force soit le méme que
le mouvement dans R avec une force il faut imposer a'=a.

Finalement, on trouve aisément 1’accélération a, que doit subir R’ par rapport a R :
a=-a

Dans le cas de la force gravitationnelle dans un champ g, on aplus particulierement

F = ma — mg = ma — g =4 . Finalement, il suffit de prendre a , =-8.
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Qu’est-ce que cela signifie ? Quelque chose d’assez intéressant et qui constitue le fondement
de la théorie de la relativité générale : remplacer la notion de force® gravitationnelle par celle de
particule libre (i.e. soumise a aucune force) dans un référentiel correctement accéléré. D’un point
de vue pratico-pratique la relation a, =—g signifie qu’il est équivalent de faire une chute sous
I’action de la force de gravité dans un certain référentiel galiléen, et de ne subir aucune force dans
un ascenseur qui serait accéléré vers le haut avec la méme intensité que le champ de gravité local
g dans R (pour un observateur lié¢ a I’ascenseur, un objet semble en effet subir une force vers le

bas). Cette approche est communément appelée principe d’équivalence.

Acceleration
a =g

|

)

R
8| L

|

Gravity g

P

Certains auteurs parlent du principe d’équivalence comme d’une identité entre la masse grave
(responsable de I’interaction gravitationnelle) et la masse inertielle (qui s’oppose au mouvement

en vertu de la deuxieme loi de Newton : a =F/m), ce qui ferait remonter 1’origine de ce principe
a Galilée lui-méme. En effet, remarquons que nous avons réalisé la simplification suivante dans
ce qui précede :

mg=ma—g=a

la simplification par m qui y apparait suppose implicitement que c’est la méme masse qui permet
de passer du champ gravitationnel g au poids mg, ou du poids mg a I’accélération subie a . En

toute rigueur on aurait da écrire :

mi nertielle 5

mgraveg = minertiellea - g =

grave

®1] est avantageux de se passer de forces pour s’affranchir de difficultés inhérentes notamment au principe de
I’action et de la réaction gravitationnelle qui, dans le contexte classique, revient a concevoir la propagation d’une
information gravitationnelle avec une vitesse infinie !
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En pratique, les expériences d’Edtvos’ (vers 1890) suggerent qu’il y a bien identité entre ces

deux notions de masse, et ce avec une précision relative de 107", Galilée avait lui-méme constaté
expérimentalement que des corps de différentes masses chutaient de maniere identique, ce qui
mathématiquement se traduit bien par la simplification mg =ma —> g =a.

7. Les trois lois du mouvement de Newton -
Dynamique du point - Généralités

Les trois lois de Newton ont été énoncées en 1687 dans son ouvrage « Principes
mathématiques de la philosophie naturelle » (Philosophiae naturalis principia mathematica).

7.1. Notions de masse et de poids

La masse d’un corps est une notion théorique correspondant a I’'idée intuitive et floue de
« quantité de matiere » contenue dans le corps.

Elle se manifeste d’abord par la force de gravitation qui s’exerce universellement entre les
corps massifs. Cette « masse pesante » ou « masse grave » est directement liée au poids d’un
corps et mesure I’action de la pesanteur sur celui-ci. Le poids de deux corps de mémes masses,
sous I’influence de forces gravitationnelles différentes, est différent.

La masse, par ailleurs, caractérise la résistance d’un corps a la modification de son
mouvement : ¢’est le coefficient d’inertie, ou « masse inertielle », du corps.

Dans ces deux acceptions, la masse est additive (plus de matiere = plus de masse) selon
la mécanique classique.

La masse s’exprime en kilogrammes (kg) dans le systeme international (SI).

7.2. Principe d’inertie et référentiel d’inertie (1°"® loi)

Premiere loi de Newton : Un corps abandonné a lui-méme et sur lequel n’agit aucune
force extérieure se déplace selon un mouvement rectiligne et uniforme (c’est-a-dire, soit un
mouvement a vitesse vectorielle constante, soit I’immobilité permanente).

Ce corps constitue alors un référentiel d’inertie, un référentiel inertiel ou encore un
référentiel galiléen.

7
Prononcez « heut-veuch ».
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Tout corps animé d’un mouvement rectiligne et uniforme relativement a un référentiel
d’inertie constitue un deuxieme référentiel d’inertie (si vous ajoutez deux vitesses vectorielles
constantes, le résultat est encore une vitesse vectorielle constante).

7.3. Notion de force - Principe fondamental de la
dynamique (2°™ loi)

Si une force F agit sur un corps, il est accéléré, déformé ou bien change de direction.
Tous ces effets peuvent aussi se produire en méme temps.

Expérimentalement, on peut s’assurer que dans un référentiel d’inertie (il faut donc bien
s’assurer que I’on travaille dans un référentiel d’inertie avant d’appliquer cette loi aveuglément)
I’accélération @ est toujours proportionnelle 3 F (Principe fondamental de la dynamique - PFD -
ou seconde loi de Newton), la constante de proportionnalité étant simplement la masse inerte m :

F=ma

On écrit parfois ’accélération avec le vecteur ¥, d’ou :

F =mj

Il faut comprendre la précédente relation comme étant une relation vectorielle, la masse
inerte étant un pur scalaire. Plus la masse est importante plus 1’accélération subie par le corps ou
la particule sera petite pour une méme force appliquée: la masse s’oppose donc au mouvement
(d’ou le qualificatif inerte). La force s’exprime en newtons (N). En relativité restreinte, on peut
montrer qu’hélas cette loi n’est pas vraie : en général la force exercée sur un corps n’est pas
colinéaire avec I’accélération subie ! Néanmoins, tant que les vitesses en jeu sont petites devant
¢ la 2°™ loi de Newton est trés précise pour les applications courantes.

L’arithmétique des forces s’effectue en employant les regles habituelles du calcul
vectoriel.

Le principe d’inertie (1% loi) apparait immédiatement comme un cas particulier du
principe fondamental de la dynamique :

7.4. Dynamique du mouvement circulaire

Un corps en rotation (méme uniforme) subit une accélération normale (centripete) car sa
vitesse change constamment de direction : on parle d’accélération centripéte ou normale.
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L’accélération centripete est dans le plan de la trajectoire circulaire et dirigée vers le

2
centre du cercle. On a vu plus haut que sa norme est |v-/r|.

En vertu du PFD, le corps en rotation subit donc une force centripete (on dit souvent force
centrale). Cette force est un vecteur orienté vers l'intérieur de la trajectoire. Dans le cas des
mouvements des planctes autour du Soleil, cette force centripete est tout simplement la force
d’interaction gravitationnelle. Une accélération tangentielle peut, de plus, étre présente si la
vitesse linéaire de révolution n’est pas constante.

7.5. Dynamique du point dans un reférentiel non inertiel;
exemples de forces d’inertie simples

Dans un référentiel non inertiel, on ne peut appliquer le PFD car celui-ci n’est valable,
justement, que dans les référentiels d’inertie.

Cette situation est trés courante, puisqu’on peut tres facilement avoir un corps qui ne
constituerait pas un référentiel d’inertie. Pour cela, il suffit que ce corps soit accéléré (ainsi son
mouvement n’est plus rectiligne et/ou uniforme).

L’exemple le plus simple est celui d’un camion subissant une accélération non nulle a par
rapport a un référentiel inertiel (par exemple le sol). On peut aussi songer a un corps en
mouvement circulaire : dans la mesure ol ce corps subit une accélération centripete, il est donc

trivialement accéléré et ne constitue donc pas un référentiel d’inertie.

Bien évidemment, le (la) physicien(ne) n’aime pas devoir abandonner un outil aussi
puissant que le PFD tout simplement parce que le référentiel d’étude n’est pas inertiel. Il s’avere
que I’on peut tout de méme continuer a employer le PFD pourvu que... aux forces normalement
présentes dans le probleme, on prenne la peine d’ajouter des forces additionnelles dites fictives
(bien que parfaitement réelles ! La terminologie est malheureuse) mais que 1’on appellera plutot
forces d’inertie.

Considérons, par exemple, deux référentiels, S et S’, le premier étant inertiel, le deuxieme
étant non inertiel. Soit un corps de masse m , supposé immobile® dans S’ et subissant une somme

de forces appliquées ZFi . Voyons dans les deux exemples qui suivent comment cette situation
j
peut se décliner.

Exemple 1: La statique dans un référentiel non inertiel (ou « principe de D’Alembert »).

Dans S on peut écrire le PFD puisque ce référentiel est inertiel. Cette somme de forces
donne donc naissance a une accélération a dans S:

¥ Nous verrons plus tard comment régler le cas d’un point mobile dans S’...
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ZFJ =ma
j

Dans le référentiel S°, tout ce que I’on peut dire c’est que le corps est immobile (par
hypothese). Ainsi son accélération a', mesurée dans S’, doit étre nulle. Pour que le PFD exprimé
dans S puisse représenter I’immobilité du corps dans S’ on peut remarquer que :

ZFj =ma = Zﬁj—mﬁzﬁ
J J

On peut donc identifier le vecteur nul au produit de la masse par 1’accélération mesurée
dans S’ :

—

ma'=0
Donc,

ZFj —ma=ma'
j

Ainsi, dans le référentiel S’, nous obtenons une relation fort semblable a celle du PFD
dans un référentiel d’inertie, si ce n’est qu’aux forces du probléme initial il faut ajouter une force
additionnelle (la fameuse force d’inertie) d’expression . Cette approche de la statique dans
un référentiel non galiléen est appelée principe de D’ Alembert. Le terme —ma est souvent appelé
force de D’Alembert.

Exemple 2: La force centrifuge comme conséquence du principe de D’Alembert dans un
référentiel tournant.

Un corps de masse m en rotation uniforme subit une accélération centripete a (purement
radiale et dirigée vers I’intérieur de la trajectoire circulaire) et donc ne constitue pas un référentiel
d’inertie. Dans le référentiel de ce corps, une expression du PFD peut s’écrire si on ajoute une
force —ma aux forces initialement définies dans le probleme. Puisque ici a est dirigée vers le
centre, alors —ma est dirigée vers ’extérieur de la trajectoire : il s’agit de la fameuse force
centrifuge qui est I’opposée de 1’accélération centripete multipliée par la masse du corps ! Dans le
référentiel tournant du corps en rotation, les forces sont compensées par la nouvelle force
centrifuge et c’est ce qui explique I’'immobilité du corps telle que constatée dans S’. Cet exemple
peut s’appliquer directement au cas d’une plancte en mouvement circulaire et uniforme autour
d’une étoile : la planete, dans son référentiel, est en équilibre en raison de 1’annulation de la force
centripete (accélération centripete multipliée par la masse du corps) par la nouvelle force d’inertie
centrifuge.

7.6. Principe de I’action et de la réaction (3°™ loi)

En mécanique classique, une force est toujours exercée par un corps sur un autre : la
notion de force due a un seul corps n’a pas de sens. Voici I’énoncé de la 3™ loi de Newton :

—

Si l’on note ¥, la force exercée par un corps B sur un corps A alors |F,, = —Fg,|
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En d’autres termes, la force exercée sur A par B est égale en module et opposée en
direction a la force exercée sur B par A.

La troisieme loi suppose que la force s’exerce d’un objet sur 1’autre de fagon instantanée
(action a distance) et joue un role central dans la conservation de la quantité de mouvement d’un
systeme de particules (comme nous le verrons un peu plus loin). Cependant, dans la théorie de la
relativité, on ne peut accepter I’idée d’une action a distance instantanée et il faut abandonner la
troisieme loi dans sa forme classique. En fait on peut facilement trouver des exemples, dans le
cadre relativiste, pour lesquels la 3" loi est purement et simplement fausse ! On suppose alors
que les forces sont transmises par 1'intermédiaire de champs (champs électrique, magnétique,
gravitationnel, etc.) et que l’influence se propage a la vitesse de la lumiere dans le vide.
Cependant, la quantité de mouvement y est toujours conservée, car il faut alors tenir compte de la
quantité de mouvement contenue dans le champ lui-méme. Ainsi, une onde électromagnétique,
qui n’est qu’une oscillation des champs électrique et magnétique, peut transporter de la quantité
de mouvement, de I’énergie, du moment cinétique, etc.

8. Interactions fondamentales

Actuellement, il y a quatre types connus d’interactions (= forces) fondamentales ou, si
I’on préfere (autre maniere de voir qui s’avere plus féconde), quatre contributions essentielles a
I’énergie pour des systemes quelconques de particules. Ce sont, respectivement, les interactions
gravitationnelles, électromagnétiques, fortes et faibles.

8.1. Interactions gravitationnelles

Les interactions gravitationnelles sont, de loin, celles qui donnent lieu aux forces les
moins intenses. Elles sont en général données par le potentiel d’interaction de Newton que nous
étudierons plus loin, dans les cas tres fréquents ot il n’est pas nécessaire de faire entrer en ligne
de compte la relativité générale (qui est une théorie géométrique de la gravitation).

L’interaction gravitationnelle fait que tous les objets sur la surface de la Terre restent li€s
a la planete. Bien que la force gravitationnelle soit la plus faible des 4 interactions, elle est la
moins sélective car elle agit sur toutes les particules (méme les photons et toutes les autres
particules de masse nulle). Etant de portée illimitée et seulement attractive, la gravité gouverne le
cosmos a grande échelle, elle maintient la Terre sur son orbite autour du Soleil, maintient le
Soleil a I'intérieur de la Galaxie qui contient environ cent milliards d’étoiles et son action s’étend
sur quelques cent milliards de galaxies qui constituent 1I’Univers tel qu’on le congoit. Si elle était
beaucoup plus intense, elle aurait empéché I’expansion de I’Univers et provoqué son
anéantissement en faisant s’effondrer les galaxies les unes sur les autres.

8.2. Interactions électromagnétiques

44



Mécanique classique et relativité restreinte

Les interactions €électromagnétiques sont, avec les précédentes, les mieux connues.

L'interaction électromagnétique est la force de liaison des objets plus petits tels que les
atomes, les molécules mais aussi les plantes et nous-mémes. Comme pour la force
gravitationnelle, les conséquences de la force électromagnétique se manifestent dans le monde
macroscopique. Elle agit a I’échelle microscopique et produit des effets macroscopiques. Elle
engendre par exemple les forces de frottement, produit I’étirement, 1’adhérence et la cohésion. Sa
portée est elle aussi illimitée mais elle peut étre soit attractive soit répulsive. Elle est beaucoup
plus intense que I’interaction gravitationnelle.

La forme que prend I’énergie d’interaction pour un systeme quelconque de particules
chargées et de photons, a été précisée. La branche correspondante de la physique est
I’électrodynamique quantique’ ; voici quelques-uns des domaines traités par cette science :

1. Existence et propriétés des antiparticules, création de paires, annihilation électron-
positron.

2. Emission et absorption des photons par les atomes ou les particules.

3. Propriétés des atomes: dans ce cas particulier, I’essentiel de I’interaction
électromagnétique est donné simplement par le potentiel de Coulomb entre électrons et
noyaux. Comme ce potentiel, tout comme le potentiel de gravitation de Newton, est
inversement proportionnel au carré de la distance entre les particules, on peut comparer
directement 1’intensité des forces gravitationnelles et électriques, par exemple entre un
électron et un proton : les premieres sont 107 fois moins fortes que les secondes. Le fait
que, dans les situations courantes, la pesanteur semble dominer les phénomenes ordinaires
tient a une compensation tres fine des forces électriques, qui est due a la neutralité globale de
la matiere : la charge électrique de 1’électron étant exactement opposée a celle du proton, la
matiere est, dans I’ensemble, électriquement neutre.

4. A I’échelle macroscopique, 1’électrodynamique quantique admet comme cas limite
I’électrodynamique classique telle qu’elle est formulée dans les équations de Maxwell et ses
reformulations dite covariante (en relativité restreinte) ou en termes de formes différentielles
extérieures.

8.3. Interactions faibles

L’interaction faible (force faible) est environ un million de fois plus faible que la force
nucléaire forte et de portée environ cent fois plus courte, bien qu’elle soit 10°* fois plus forte que
I’interaction gravitationnelle. Elle est par exemple responsable de la désintégration radioactive [3
en changeant un nucléon en un autre. Une étoile comme le Soleil tire son énergie d’un four
thermonucléaire interne. Il briile I’hydrogene, le transformant en hélium, un processus di a la
transformation graduelle des protons par interaction faible.

® Dans votre cursus vous aurez d’abord a faire de I’électrodynamique classique, cf. le cours PHQ 421.
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Les interactions faibles sont responsables d’un grand nombre de désintégrations de
particules comme, par exemple, la désintégration J des noyaux. Une de leurs caractéristiques les
plus remarquables consiste en leur violation de certaines propriétés de symétrie, comme celle de
la parité (grandeur physique conservée lors des processus dont les lois sont invariantes par
réflexion spatiale, ou X — —X), et, plus faiblement, celle de I'invariance par renversement de
signe du temps.

Leur structure a été explicitée et I’on a pu montrer qu’elles constituent avec les
interactions électromagnétiques deux manifestations d’une seule et méme interaction ; un pas
considérable a ainsi été accompli vers ce qu’il est convenu d’appeler une théorie unitaire. La
découverte en 1983 de deux particules de masse €levée, les bosons intermédiaires W et Z, qui
constituent avec le photon les vecteurs de cette interaction unifiée, est venue couronner

I’ensemble des confirmations expérimentales de cette théorie des interactions dites électro-
faibles.

8.4. Interactions fortes

Les interactions fortes sont, de loin, les plus intenses : 10** fois plus forte que la force
gravitationnelle, 100 fois plus forte que I’interaction électromagnétique.

L’exemple typique en est donné par les forces nucléaires qui lient les protons et les
neutrons dans le noyau. Bien que ces forces soient trés grandes a courte distance, elles
décroissent tres rapidement (exponentiellement) avec la distance entre les particules. Au-dela de
quelques fermis (10™"° m), elles sont devenues totalement négligeables, et ne jouent déja plus
aucun role a I’échelle de I’atome.

On sait a présent que les particules capables de subir des interactions fortes, comme le
proton, le neutron, le méson 7, sont en réalité composées d’entités plus élémentaires, les quarks.
De nombreuses indications expérimentales amenent a penser que les interactions fortes ont une
structure mathématique analogue a celle des interactions électro-faibles : elles sont invariantes en
chaque point de I’espace-temps par rapport a un groupe, ce qui leur donne un caractere de théorie
dite de jauge que 1’on retrouve également d’ailleurs dans la relativité générale. Cela laisse
augurer a terme une unification de tous les types d’interactions. De plus, elles sont portées par
des bosons intermédiaires auxquels on a donné le nom de gluons et qui jouent dans leur cadre le
méme role que les photons dans I’interaction électromagnétique. Ces progres majeurs remontent
essentiellement aux années 1970.

9. Loi de la gravitation universelle

9.1. Introduction

Entre deux objets ponctuels M, et M, de masses respectives m et M, distants de r, il
existe une force d’attraction gravitationnelle de grandeur :
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ol G=6,67x10" SI est la constante de la gravitation universelle (aussi appelée
constante de Cavendish'® dans certains ouvrages).

Plus précisément, la force exercée par le corps 2 sur le corps 1, F,,, peut s’écrire :

avec r, la distance entre les deux corps, et I, un vecteur unité dirigé du corps 2 vers le
corps 1. Quant a elle, la force exercée par le corps 1 sur le corps 2, F,,, s’obtient en vertu du

principe de I’action et de la réaction : F,, =—F,,. Voir figure ci-dessous.

i:12
M,,M = M,,m
Sygm— p G
F F 12 F

207 12

On peut alors préciser ce que 1’on appelle le poids d’un objet: le poids est la force
gravitationnelle qui agit sur un corps. Entre deux corps de masses m et M, distants de r, il existe
une force d’attraction de grandeur :

F :GmM _ GM

m
2 2
8 r r

ou I’on a noté g la norme de [’accélération gravitationnelle due au corps de masse M,

GM
§=—
’

Dans la future section sur le probleme de Kepler nous verrons comment Newton a abouti
a la loi de la gravitation universelle.

' Henry Cavendish (Nice 1731 - Londres 1810). Physicien et chimiste britannique. Il détermina, a l'aide
de la balance de torsion, la densité moyenne de la Terre, fut I'un des créateurs de 1'électrostatique, isola
I'hydrogene et réalisa la synthese de 1'eau.
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9.2. Accélération de la gravitation a la surface d’un astre

Un astre sphérique de masse M et de rayon R est a l'origine d’une accélération
gravitationnelle de grandeur (relation valable a la surface de 1’ astre):

_GM
g_R2

9.3. Troisieme loi de Kepler dans le cas particulier du
mouvement circulaire’’

Autour d’un corps sphérique de masse M, nous avons la relation suivante entre la période
orbitale T et le rayon de I’orbite circulaire r d’un satellite de masse m tres petite devant M (G est
la constante de la gravitation universelle),

P GM

T 471’

En effet, la vitesse orbitale, nécessairement uniforme dans le cas d’un tel mouvement
circulaire, vaut :

et sachant que I’on a égalité de la force centrifuge (de grandeur mv’/r ) avec la force
gravitationnelle centripete (de grandeur GmM /1) :

2

vi GmM
m_
r

r
47°r*  GM
T* r
Finalement on a bien:
r_GM
T 4Arn®

On a aussi,

""Nous traiterons le cas général de la 3°™ loi de Kepler pour le mouvement conique (i.e. elliptique,
parabolique ou hyperbolique) dans une future section.
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GM
V=
-
qui provient directement de,
v GmM
m = 5
r r

10. Forces électromagnétiques

Elles interviennent lorsque les particules sont chargées et sont alors bien plus importantes que
les forces gravitationnelles (~10* fois plus grandes pour un proton et un électron). On distingue
les forces électriques, ou coulombiennes, des forces magnétiques qui s’ajoutent aux forces
électriques lorsque les particules sont en mouvement relatif.

Ces forces seront étudiées avec beaucoup de détails dans les cours d’électromagnétisme
(notamment la relation avec la relativité restreinte).
10.1.  Force électrique de Coulomb

L’expression de la force électrique ressemble beaucoup a celle de la force gravitationnelle,
mais la force peut-étre attractive ou répulsive, suivant le signe des charges ¢,,q,. La force subie

par la charge 1 vaut :

. 1 -
F — qqu r
12 2 12
4re, 1,

Cette expression est valable dans le vide, g, etg,, sont les charges exprimées en coulombs
(C) et &, (permittivité électrique du vide) est une constante qui est reliée par la relation £,4,c” =1
a la perméabilité magnétique du vide 1, (4, =4m107 S.1) et a la vitesse ¢ de la lumiere (¢ = 2,998
10° m/s), ce qui donne &, =8,854.107'%(S.I). Autre valeur utile: 1/(47€,) ~9x10° F/m (farads
par metre ou Nm?/C?).

Comme nous 1’avons vu pour la force gravitationnelle, il est souvent commode de définir
un champ électrique E par analogie avec le champ gravitationnel. En considérant 1’action de
q,surq, :

— —

F,=qE avec,
— 1 .
E= 4 q; b

L
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10.2. Force magnétique et force de Lorentz

Lorsque les particules sont en mouvement, une force dite magnétique s’ajoute a la force
électrique. Elle se déduit totalement de la force électrique par application de transformations
relativistes (comme vous le verrez dans votre cours d’électrodynamique classique) et s’écrit pour
q -

F=g,vxB

ol B est le champ magnétique exprimé en teslas (T) et vla vitesse de la charge. La force
magnétique est donc en permanence perpendiculaire a la vitesse de la charge. La force
magnétique a généralement une intensité beaucoup plus faible que la force électrique (si on
considere seulement deux charges électriques en interaction mutuelle). Quand on combine la

force électrique avec la force magnétique, on obtient la force de Lorentz : F = gE+¢VxB .

11. Unification des forces fondamentales
' L’ambition des scientifiques a
—— toujours  ét€ de  décrire  des
#eplenOxyir) Gravitation 4 N 4
Q } phénomenes variés comme des
Universelle . . .
Newtan (XVIF), manifestations diverses de processus

Graviton?

Terrestre Einstein (XX¢)

@ ~
Galilée (XVIIE) - :
Magnétique '-{'-—5*-'
Gravité 7?7

fondamentaux en nombre restreint. En
physique, cette démarche a été

Elect St 3 ; Na -
W, sctomagngtiame. Quantique  couronnée de spectaculaires succes ;
Photon : la reconnaissance du fait qu’un petit
Modeéle
Elactrique 28 fE[x?_ﬁtro— nombre d’interactions fondamentales
aible L, L. . .
@ Grande — I’électromagnétisme, les interactions
e e G 9 Unification nucléaires faible et forte, la
m - Qcb gravitation — sont a l’origine de tous
Nucléai ’ . L.
Glons hucléaire e 5% les mouvements des corps matériels,

mais aussi de leurs liaisons et de leur
évolution, est un des plus solides acquis de la science classique. Les révolutions conceptuelles du
début du XX€siecle n'ont pas nié cet acquis; au contraire, elles ont étendu I’ambition
unificatrice aux objets mémes des théories physiques — I’espace et le temps, les particules et les
ondes — et ont inventé un contenu dynamique a la diversification des forces. Si la mise a
I’épreuve expérimentale de ces théories n’est pas pres d’étre achevée, les indications issues de la
physique des particules élémentaires plaident de fagon convaincante en faveur de la pertinence
de cette démarche.

11.1. L’unification newtonienne

C’est vers 1680 qu’Isaac Newton affirma que la pesanteur et le mouvement des planetes
étaient deux manifestations d’une unique force. Cette unification de la gravité terrestre et de la
gravité céleste dépasse la simple reconnaissance que les lois de la physique s’appliquent aussi
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bien au monde sub-lunaire qu’au reste de I’Univers, comme Galilée I’avait suggéré en expliquant
la formation des ombres sur la Lune. La reconnaissance de I’attraction universelle des corps
massifs et sa description en termes mathématiques par une équation, mettant en jeu la constante
de gravitation G, ouvrait la voie a la physique moderne.

Un siecle plus tard, la mécanique analytique de Lagrange réécrivait la dynamique
newtonienne en s’appuyant sur la notion de potentiel gravitationnel et sur le principe de moindre
action (« le chemin que tient la lumiere est celui pour lequel la quantité d’action est moindre »)
que Pierre Louis Moreau de Maupertuis avait formulé dés 1744 en généralisant une description
de I'optique due a Fermat. Le cadre mathématique était alors fixé qui allait permettre aux

physiciens du XIXe€ siecle d’expliquer les multiples phénomenes liés a la propagation et aux
propriétés variées des corps chargés et des rayonnements.

11.2. L’unification électromagnétique

Découvrir que la foudre, 1’orientation des boussoles et les lois de 1’optique procedent
d’une méme force fondamentale nécessitait qu’un nombre considérable d’expériences, effectuées
avec des moyens techniques de plus en plus perfectionnés, dégagent les lois auxquelles ces
phénomenes obéissent. Des la fin du XVIIIeme siecle, les expériences de Benjamin Franklin, de
Henry Cavendish et de Charles de Coulomb montraient 1’existence d’une force électrostatique

variant avec la distance, a I'instar de la force de Newton. Les physiciens du XIX€ siecle furent
nombreux a conjuguer leurs efforts, mais c’est a Michael Faraday, André Marie Ampere et
James Clerk Maxwell que 1’on attribue généralement la réalisation de cet ambitieux programme
unificateur. Faraday, en particulier, expérimentateur de génie, découvrit en 1831 1’induction,
c’est-a-dire 1’apparition d’un champ électrique au voisinage d’un champ magnétique variable, et
proposa de décrire I’action de 1’électricité en termes d’influence plutdét que de mouvement ; le
concept de champ, qui reprend cette intuition, allait se révéler extrémement fécond.

Maxwell généralisa et formalisa ces résultats en leur donnant en 1872 une forme quasi
définitive. Désormais, les phénomenes électriques et magnétiques se comprenaient tous comme
la propagation d’ondes se déplacant a une vitesse dont la mesure révélait qu’elle était si proche
de celle de la lumiere que Maxwell en inféra que les phénomenes lumineux n’étaient rien d’autre
que des oscillations d’un champ électromagnétique. Les équations de Maxwell réalisaient
I’unification de tous les phénomenes non gravitationnels connus. La découverte des ondes radio
en 1888 par Heinrich Hertz et I'invention par Edouard Branly, Nikola Tesla et Guglielmo
Marconi de la T.S.F. (télégraphie sans fil) allaient consacrer la maitrise humaine des phénomenes
électromagnétiques et inaugurer leur utilisation dans le domaine de la communication a longue
distance. L’unification électromagnétique se déploie aussi dans le bouleversement
épistémologique apporté par la théorie de la relativité restreinte, énoncée en 1905 par Albert
Einstein, et qui concerne 1’unification de deux concepts clés de I’appréhension du monde
physique : I’espace et le temps.

11.3. La géeomeétrisation de I'espace
L’unification impliquée par la théorie de la relativité générale — développée par Einstein

entre 1912 et 1915 — est peut-étre encore plus révolutionnaire, puisqu’il s’agit d’exprimer
I’interaction gravitationnelle comme une courbure géométrique de l’espace-temps. Au lieu du
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role de substrat passif qu’on attribuait a 1I’espace lorsqu’on décrivait le mouvement des corps,
Einstein propose que l’espace-temps et sa métrique deviennent les principaux acteurs d’une
description cosmique. Le caractere courbe de cet espace-temps permet de décrire les trajectoires
comme des géodésiques, ces lignes réalisant le plus court trajet entre deux points ; les effets de
I’attraction gravitationnelle sont alors entierement pris en compte par la géométrie. Le bien-
fondé de cette extréme mathématisation de la physique a été confirmée par de spectaculaires
succes expérimentaux : avance du périhélie des planetes, déviation des rayons lumineux au
voisinage du Soleil, décalage des fréquences dans un champ gravitationnel, mirages
gravitationnels. En sont issues une astrophysique moderne aux objets spectaculaires (pulsars,
trous noirs...) et une cosmologie qui part d’un big bang suivi d’une étape d’expansion observée
avant de retourner peut-étre vers un éventuel big crunch. Elle ouvre naturellement la voie a une
entreprise ambitieuse : expliquer toute la physique en termes de géométrie. C’est ce qu’Einstein
a tenté d’accomplir jusqu’a sa mort.

11.4. L’unification quantique

La quantification de I’énergie rayonnée par les atomes, des 1900 par Max Planck, mais
surtout 1’invention du photon par Einstein en 1905 et la proposition d’associer une onde a toute
particule par Louis de Broglie en 1924 marquent 1’unification de la physique des corps avec celle
des ondes en une mécanique ondulatoire, qui allait rapidement évoluer vers la physique
quantique, fondement actuel de la description microscopique de la matiere. Mathématiquement,
cette unification se traduit par la place centrale jouée par une fonction d’onde, amplitude de
probabilité de présence satisfaisant a une équation de propagation calquée sur celles que la
physique classique assignait aux ondes. Les spectaculaires résultats obtenus dans des expériences
de diffraction d’électrons ou de neutrons, d’une part, et dans les collisions de photons sur des
noyaux, d’autre part, ont amplement démontré la véracité de cette unification.

11.5. La théorie électrofaible

Les travaux visant a unifier les forces fondamentales mobilisent aujourd’hui les efforts
des physiciens des particules. En 1967, le Pakistanais Abdus Salam et 1’Américain Steven
Weinberg avaient quasi simultanément proposé que I’électromagnétisme et I’interaction
nucléaire faible soient issus d’une méme interaction dite électro-faible, dont les particules

médiatrices étaient un triplet de bosons massifs (notés W+, W- et Z0) et le photon. Confirmé dés
1973 par des expériences menées au C.E.R.N., a Geneve (Suisse), le modele standard électro-
faible de Weinberg-Salam valut a ses auteurs (et a I’Américain Sheldon Glashow, pour
I’'importance de ses travaux de précurseur) le prix Nobel de physique en 1979 et constitue
maintenant avec la chromodynamique quantique le modele standard des interactions
fondamentales.

Mis en service en juillet 1989, le grand collisionneur électron-positon européen (L.E.P.,
Large Electron Positron Collider), situé pres de Geneve, a accumulé pendant six ans des données
dont I’analyse se poursuit ; les résultats obtenus aujourd’hui confirment avec une précision
inégalée la théorie électro-faible. En 1996, la mise en place de la deuxieme phase d’exploitation
du L.E.P. avec un doublement de 1’énergie de ses faisceaux, permet de tester une propriété
spécifique de cette théorie — I’existence d’un couplage fondamental entre les trois bosons
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massifs —, et d’explorer un domaine d’énergie supérieure pour y déceler les traces d’éventuelles
nouvelles particules.

12. Systémes de particules

12.1. Barycentre et centre de masse pour une distribution
discrete de points

Soient (M, 1), (M,, 1), (M, 1), ..., (M, ,u ), n points de l'espace affectés des
pondérations 4, i,, s, ..., 1.

Soit une origine O de I’espace.

Le barycentre G de cet ensemble de points est par définition :

66 _ /u1OM1 +:u20M2 +"'+:unOMn
iyttt
Dans le cas  particulier ou les pondérations sont des  masses
(W =my, f, =m,, U =m,, ..., 1, =m, ), le barycentre est appelé centre de masse :
0G = m,OM, + m,OM, +---+m OM

m+m,++m,

La relation vectorielle précédente est équivalente aux trois relations:

X, = mX, +m,X,+--+m X,
m+m,+--+m
y, = mY, +mY, +---+m)Y,
m+m,+--+m,
Z. = mZ,+mZ,+---+mZ,
m+m,+-+m

Dans les trois relations précédentes on note (X,;,Y,;,Z;)les coordonnées du point G, et

(X,,Y,,Z,)les coordonnées du point M, dans le repere orthonormé (O,Y,j,ﬁ) .

12.2. Centre de masse pour une distribution continue de
points
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Dans ce cas, il convient d’isoler des volumes élémentaires de masse élémentaire dm dans
le corps considéré. Les deux derniers encadrés précédents prennent alors la forme (chaque point
M du corps a pour coordonnées (X,Y,Z); le corps a une masse totale M =m, +m, +---+m, ) :

_ mOM, +m,OM, +---+m, OM
m4+m,+-+m,

0G 0G =— [ OMdm
M

corps

ou,
mX, +m, X, +---+m X 1
X, =T Zr 5 Xg=— | Xdm
mo+m,+-+m
corps
mY +mY,+---+mY 1
Y, = mr o Yy =— [ Ydm
mo+m,+-tm,
corps
mZ +m,Z,+---+m7Z 1
z, =" S Zg=— | Zdm
mo+m,+-+m,
corps

12.3. Mouvement du centre de masse pour une distribution
discrete de points

Par définition, la vitesse du centre de masse G relativement a une origine O est :

VG _doG
dt

En utilisant la définition du centre de masse on peut alors montrer que :

Ve = - mV, =—
dt m +m,+--+m 5 M
ou,
- dOM,
Cdr
Démonstration :

- dOG _d(mOM,+mOM,+---+m OM,
Vo = A di

m+m,+-+m,
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- m, dOM, m, dOM, m, dOM,
v, = + ot
m +m,+--+m, dt m +m,+---+m  dt m +m,+--+m, dt

m, dOM, mﬁq + m2\72 +. mnvn
M

< _m dOM, m, dOM,
G = > + —= 4.
M dt M dt M dt

12.4. Quantité de mouvement d’'un ensemble discret de
points

Nous avons :

Vo=l e MV =Yy,

La derniere égalité signifie que la quantité de mouvement totale d’un ensemble de points
(P= Zmivi = Zf’l ) est égale a la quantit¢é de mouvement du centre de masse affecté de la

masse totale M (MV,,).

12.5. Accélération du centre de masse pour une
distribution discréte de points

L. .o d ) e
En dérivant par rapport au temps la relation V, :T’ on obtient 1’accélération du
t

centre de masse :

dv,_a[ 2™ 1afe N 1y an
© dar dt| M Mdi\< """ ) M~ ar
5 _dVe _ 1 v, _ 1§ .
Cdr _Mzi:mi dt MZm
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Ma, :ZFI

Ainsi, le centre de masse accélere comme le ferait une particule ponctuelle de masse
M = Zml. qui serait soumise a la force extérieure résultante ZE (Ia somme des forces subies

1 1

par toutes les particules du systeme considérées individuellement).

12.6. Mouvement du centre de masse quand la somme des
forces extérieures appliquées est nulle

Si ZE est nulle, alors :

En d’autres termes, si ZE est nulle, alors V, est un vecteur constant, i.e. le mouvement

1

du centre de masse est rectiligne et uniforme. Attention, cela ne signifie pas que les points soient
eux-mémes immobiles dans le cas général !

12.7. Energie cinétique d’un systeme de particules ou 1°
théoreme de Koenig

Soient n points M; affectés des masses m., (M,,m,), (M,,m,), (M,,m,), ...,(M, ,m).

L’énergie cinétique totale du systeme est donnée par :

E_(totale) = %MVGZ/O + % Z mivni,/c

ou M =m +m,+---+m, est la masse totale, V,,, la vitesse du centre de masse par

rapport a I’origine O, V,, ,, la vitesse de la particule M; par rapport au centre de masse G.

Cette derniere relation nous prouve que 1’énergie cinétique totale du systeme est la somme
de I’énergie cinétique de translation du centre de masse affecté de toute la masse M et de la
somme des énergies cinétiques de chaque point du corps affecté de la masse m,et de la vitesse

Vi /¢ mesurée par rapport au centre de masse G (cette somme est I’énergie cinétique dite interne

du systeme).
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Remarque : si le systeme de particules est tel que les points M; sont immobiles par rapport
aG(Vvi=1,...,n, V, ,;=0),"énergie cinétique est simplement donnée par :

E (totale) = %MVG?,O

Démonstration du 1° théoréme de Koenig:

Posons :

Vi=1, ....,n, OM, =0G +GM,

e

En dérivant cette relation par rapport au temps on obtient :

—

VM,»/O = V50 +VM,-/G

Or, pour tout vecteur A , nous avons A-A=A> (car A-A=AxAXcosO ). Alors,
nécessairement,

— —

_ 2
VM,./o 'VM,./O —VM,./O

(Vg0 + VM,./G) (Vg0 + VM,./G) = an,./o

En distribuant 1’addition vectorielle par rapport au produit scalaire on trouve :

— — —

7 7 3 _2
VG/o 'VG/O +VM,./G 'VM,./G +2VG/0 'VM,./G —VM,./O

En utilisant encore une fois la propriété A-A=A , on obtient,

—

2 2 3, _2
Véro +VMi/G + 2VG/0‘VMi/G - VMI./O
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o . 1
Multiplions tous les membres de cette équation par Em[ :

1 1 - -

EmiVGz/O +Emz‘V151i/G +Emi2VG/0‘VM,-/G = Emivzvzl,./o
lsz +lmV2 +mV,., V —lsz
5 MiV610 T 5 MV 16 Y610 ¥m 6 = 5 MV r0

Faisons maintenant une sommation sur i :

1 1 - - 1
sziVGzlo +ZEmiV1V21,-/G +ZmiVG/0'VM,./G = szivﬂfli/O

Pour achever notre démonstration, remarquons que,

- m dOM, m, dOM, m, dOM |
G0 = +—= [ i/ S |
M d M d M di

Donc (si nous nous référons a 1’origine G au lieu de O),

- m dGM, m, dGM, m, dGM,
66 = +—= o1
M d M di M di

1l est alors trivial que V,,, =0 (G est immobile par rapport a lui-méme !), donc,

g _mdGM, m dGM,  m,dGM, o _ dGM, dGM,  dGM,
9 Mo dr M dt M dt bodr odr "dt

C’est-a-dire,

mVy o +mVy c+-+mV, =0

Donc notre résultat,

1 1 s s 1
ngiVGZ/O + ngivﬂi/c + ZmiVG/o-VM,./G = szivﬁ/zli/O

i i
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Se simplifie enfin en :
| | < & |
Zaml’VG/O + ZamiVM,-/G +Vs0- (ZmiVM,-/Gj = sziVM,-/O

i i

1 1 - ~ 1
Zamivc?/o + szivﬁ/zli/G + V5,0 0= ngivzvzzi/o

1 1 ~ 1
sziVGz/O + szivzfl,./c +0= Zamivzfl,./o

1 1 1
sz’vé/o + Zamivﬁi/c = szivzvzz,,/o

i

1 1 1
E(ij Vero +Z§m‘vﬂi’0 :ZEm"V”i’O

i

1 1 1
EMVG?/O + szivzfl,./c = zamivﬁji/o

i

Cette derniere relation nous prouve bien que 1’énergie cinétique totale (calculée pour
chaque particule relativement a I’origine O, cf. membre de droite de I’équation) est la somme de
I’énergie cinétique de translation du centre de masse affecté de la masse totale M et de la somme

des énergies cinétiques de chaque point du corps affecté de la masse m, et de la vitesse

VM,- ,c mesurée par rapport au centre de masse G.

13. Forces macroscopiques
13.1. Notion de pression

Si une force de grandeur F est appliquée perpendiculairement a une surface A, elle
exerce sur celle-ci une pression P qui, par définition, vaut:

p=L
A

Dans le systeme international d’unités (SI), la pression P s’exprime en pascals (Pa) :

1Pa = 1 N/m*

. . . L. .. 5 2
L’air qui nous entoure exerce sur nous une pression atmosphérique voisine de 10° N/m”.
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13.2. Variation de la pression avec la profondeur dans un
liquide

La pression hydrostatique d’un liquide est créée par le poids du liquide sur le fond d’un
récipient.

La pression augmente avec la profondeur selon la loi (démontrée plus bas):

P=F +pgh

avec P la pression a la profondeur /&, F, la pression a la surface libre du liquide, p la masse
volumique (densité) du liquide et g ’accélération gravitationnelle.

La pression d’un liquide au fond d’un récipient ne dépend pas de la forme du récipient,
mais uniquement de la hauteur de liquide et de I’aire du fond.

Démonstration :

Pour établir la relation P = F, + pgh, il suffit d’établir le poids d’une colonne de liquide
et de I’égaler a la force issue d’une différence de pression.

Si la pression a la surface vaut P, la force exercée sur la section supérieure A (a la
surface) vaut F,xA. Identiquement, la force exercée a la base de la colonne de liquide vaut

PxA. La force associée a la différence de pression vaut exactement le poids du volume de
liquide (m est la masse totale de la colonne de liquide envisagée):

PxA—-PF xA=mg=(pAh)g

P—F =pgh
PxA
Colonne de
h section A
PxA

La relation P—F, = pgh peut aussi s’écrire de maniére différentielle,
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P _

E—Pg

13.3. Principe de Pascal

Si un liquide se trouve dans les branches d’un tube en U, les deux niveaux de liquide se
trouvent a la méme hauteur, méme lorsque les sections transversales sont différentes. Alors (si les
deux niveaux sont identiques c’est parce que la pression est la méme aux extrémités des deux
branches) :

~
I

2 |
I

n\} |t\:11

h_A
F2 A2

13.4. Principe d’Archimede

Si un corps plonge dans un liquide, la poussée d’ Archimede est une force verticale égale
et opposée au poids du volume déplacé :

Fyi = PVE

avec p la masse volumique du liquide, V le volume du liquide déplacé et g
I’accélération gravitationnelle.

Pour savoir si un corps flotte ou coule dans un fluide, il faut comparer son poids a sa
poussée d’ Archimede.

Remarques : la poussée d’ Archimede s’applique au centre de gravité du volume déplacé.
Le poids s’applique quant a lui au centre de gravité du corps au complet. En général (par exemple
pour un bateau qui flotte correctement) la non coincidence des deux centres de gravité implique
des mouvements oscillants du type tangage ou roulis lorsqu’on se trouve hors de I’équilibre.

13.5. Estimation (grossieére) de la pression atmosphérique

Le globe terrestre est entouré d’une atmosphere constituée d’un mélange gazeux nommé
air, qui s’étend de la surface du sol jusqu’a une altitude d’environ 150 kilometres.

La pression de I’air au niveau de la mer a longtemps servi d’unité de pression (1
atmosphere ; 1 atm) ; elle décroit si ’on s’éleve et, vers 130 kilometres, le vide est comparable a
celui que I’on peut obtenir en laboratoire avec les meilleures pompes a vide. L’air conditionne
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fondamentalement la quasi-totalité des formes de la vie terrestre ; selon I’activité qu’il fournit, un
humain en consomme entre 3 000 et 5 000 litres par vingt-quatre heures. L’abondance quasi sans
limite de ce mélange gazeux, son colt nul (pour combien de temps encore ?) et son
omniprésence en ont fait un sujet d’étude de choix dés I’ Antiquité. Les chimistes ont cherché a
en déterminer la nature et les physicien(ne)s se sont intéressés aux problemes de sa masse et de
sa pression.

L’expérience du physicien et mathématicien italien Evangelista Torricelli (1608-1647),
congue en 1643, n’avait aucune visée météorologique. Elle consistait seulement a montrer
I’existence du poids de I’air. Pour cela, Torricelli remplit un tube de mercure qu’il retourne dans
une cuve remplie elle aussi de mercure. Ce métal liquide descend dans le tube puis se stabilise
lorsqu’il est équilibré par le poids de I'air extérieur, affirme-t-il. Blaise Pascal (1623-1662)
reprend 1’expérience en 1647 et ajoute une échelle graduée. Par la fameuse expérience du Puy de
Dome (massif central, France), effectuée en 1648 par Florin Périer (son beau-frere), il confirme
I’observation de I’Italien en montrant que la hauteur du mercure dans le tube dépend de
I’altitude. La notion de pression atmosphérique est née, mais il faudra attendre quelques années
avant que I’on repere les variations de la hauteur du mercure en fonction du temps qu’il fait. Les
premiers véritables barometres naissent au cours du dernier tiers du XVII€ siecle, de la main des
physiciens tout d’abord. Ceux qui sont commercialisés a cette époque sont plus rudimentaires,
indiquant seulement les changements de temps.

Calculons approximativement le poids d’une colonne d’air de 1 m2 par 10 km (épaisseur
caractéristique et effective de I’atmosphere : la densité est tellement faible au-dela qu’on peut
négliger les couches les plus supérieures de I’atmosphere). Le volume correspondant est 10" m3
ou encore 10’ litres. Un tel volume correspond donc a environ 107/22,4 moles, soit en gros
446000 moles d’air (on néglige les variations de température avec I’altitude dans cette
approximation). Si on considére maintenant que 1’air est essentiellement constitué de molécules
d’azote N, (environ 28 g par mole; on néglige les autres atomes et molécules ainsi que la vapeur

d’eau), alors la masse estimée de la colonne d’air considérée est 12488 kg. Le poids de la colonne
d’air est alors obtenu en multipliant cette masse par I’accélération gravitationnelle, 9,81 m/s? (on
néglige aussi la variation de g avec l'altitude). On trouve environ 122000 N. La pression

vaudrait donc environ 1,2x10° Pa. En réalité, au niveau de la mer et dans des conditions

normales de températures et d’humidité la pression atmosphérique vaut environ 1,01325x10° Pa
mais notre calcul donne le bon ordre de grandeur.

13.6. Forces élastiques ou de cohésion

Des quatre interactions fondamentales, les forces électromagnétiques ont une importance
particuliere : elles sont a ’origine de la structure atomique, de la liaison chimique, des forces
intermoléculaires, etc. Bref, les forces électromagnétiques sont a la base des forces
macroscopiques. Cependant, vu I'imposante chaine de complexité qui part de 1’électron pour
aboutir 2 un objet ordinaire, il est illusoire de vouloir décrire précisément les forces
macroscopiques en fonction des forces électromagnétiques élémentaires. On adopte plutdt une

attitude phénoménologique (i.e. une attitude descriptive des phénomenes ou d'un ensemble de
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phénomenes), qui permet d’étudier les forces macroscopiques sans se soucier de leur origine
précise. C’est ce qui sera fait dans cette section.

13.6.1. Loi de Hooke

Les objets solides légerement déformés par une action extérieure exercent une force de
réaction sur 1’agent qui les déforme. En premiere approximation, la force de réaction est
proportionnelle a la déformation imposée. L’exemple le plus courant est celui d’un ressort en
spirale dont la longueur d’équilibre est /,. Si ce ressort est comprimé d’une longueur A/, il
exerce une force proportionnelle 2 A/ (en premiere approximation) dans la direction contraire a
la compression; de méme, s’il est étiré d’une longueur A/, il exerce la méme force, mais dans la
direction opposée. Si € désigne le vecteur unité dans la direction du ressort (a partir de son point
d’attache) et ¢ est la longueur du ressort apres déformation, la force exercée par le ressort est,

F=—k({—1,)e

A
Y

La dépendance linéaire de la force dans la déformation est appelée loi de Hooke (que 1’on
peut généraliser dans le cas des milieux continus avec une écriture dite tensorielle). La constante
k est simplement appelée « constante élastique » ou « constante du ressort ». Remarquons
cependant que la valeur de k ne dépend pas que de la composition du ressort, mais aussi de sa
longueur.

En effet, si un ressort de constante k est coupé en deux parties égales, chacune des deux
parties aura une constante élastique deux fois plus grande. Pour voir ceci, imaginons justement
qu'un ressort comprimé d’une longueur A? est en fait la juxtaposition de deux ressorts
identiques, chacun comprimé d’une longueur A//2. Comme chacun des ressorts exerce a 1’une
ou I"autre de ses extrémités la méme force que le ressort original (qui peut dire, a I’extrémité du
deuxieme ressort, si la force qu’il exerce est la sienne propre ou celle du ressort entier ? La
distinction n’a pas de sens), la constante £’ du demi ressort est donc telle que,

kAEzk'%:k'sz

63



Mécanique classique et relativité restreinte

Bref, la constante de ressort k est en fait inversement proportionnelle a la longueur
d’équilibre du ressort, la constante de proportionnalité B étant maintenant une caractéristique
propre du matériau dont est fait le ressort et de la facon dont le ressort est enroulé :

13.6.2. Force de contrainte

Lorsqu’un objet est contraint de se mouvoir le long d’une surface, le long d’un fil, etc.,
une force mécanique est nécessaire pour imposer cette contrainte. Cette force est souvent appelée
force normale, parce qu’elle est dirigée dans la direction perpendiculaire au mouvement permis a
I’objet.

Par exemple, un objet contraint de se mouvoir sur un plan horizontal subit une force
exercée par ce plan et opposée a la force de gravité qui le tire vers les bas. Physiquement, cette
force normale est la somme des forces exercées par les molécules du plan sur les molécules de
I’objet a I’interface.

La grandeur de cette force s’ajuste en conséquence a la somme des forces qui lui sont
opposées, de maniere a ce qu’aucun mouvement ne soit possible dans la direction perpendiculaire
au plan, vers I’intérieur de celui-ci. On peut considérer une telle force de contrainte comme une
force élastique de constante k extrémement élevée, de sorte qu’une treés grande force peut étre
exercée sans qu’une déformation soit perceptible. A moins d’avis contraire, on supposera dans
ces notes qu’il n’y a pas de force d’adhésion qui pourrait empécher que 1’objet perdre contact
avec le plan, s’il est tiré vers le haut.

13.6.3. Force d’étirement ou de tension

On rencontre souvent en mécanique des situations ou une force est « transmise » par
I’intermédiaire d’une corde ou d’un fil. L origine physique de cette force est bien siir la cohésion
intermoléculaire et intramoléculaire des fibres qui forment la corde. La notion de tension peut
facilement étre 1’objet de confusions et requiert une définition claire. Considérons la figure ci-
dessous, qui illustre une corde qu’on imagine divisée en secteurs, telle un saucisson finement
tranché :
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FB A

Chaque tranche peut étre considérée comme un objet ponctuel et subit une force de la part
des deux tranches voisines. La tranche B subit ainsi une force F,, exercée par la tranche A et une

force F,. exercée par la tranche C. Si la corde est en €tat de mouvement uniforme ou au repos,

ces deux forces sont égales et opposées et se compensent exactement. Leur grandeur est ce qu’on
appelle la tension de la corde. Bref, la tension d’une corde est la force que chaque segment exerce

sur son voisin et, par répercussion, la force que I’extrémité de la corde exerce sur la personne ou
le dispositif auquel elle est attachée.

Supposons maintenant que la corde est en accélération a (positive vers la droite). Soit A
la densité de la corde (la masse par unité de longueur) et dx la largeur de chaque tranche. Dans ce
cas, la deuxieme loi de Newton appliquée au segment B donne :

FBC — FBA = Adxa
Il est clair dans ce cas que la tension varie d’un point a I’autre de la corde. Soit T(x) la

tension au point x le long de la corde. Le membre de gauche de 1’équation ci-dessus n’est autre

que T(x+dx)—T(x), ou encore T '(x)dx, avec T '(x) la dérivée de la fonction 7T(x). On obtient
donc I’équation,

T'(x)=Aa —T(x)=T(0)+ Aax
Si L est la longueur de la corde, la différence de tension entre les deux extrémités est donc

AT = AaL . Si la densité de la corde est tres petite, on peut donc négliger cette différence de

tension et dans ce cas la corde « transmet la tension » de maniere intégrale d’une extrémité a
I’autre, mé€me s’il y a accélération.

Conséquences :

1. Silatige a pour longueur totale L, alors la différence de tension entre les deux extrémités
vaut AT = AaL . La différence de tension n’est donc plus nulle s’il y a une accélération.
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2. Pour une force donnée (i.e. une accélération a donnée) et une masse linéique constante,
la différence de tension est la méme d’une section a I’autre de la tige. Si cette différence
de tension est a I’origine d’un allongement de la tige, cet allongement est le méme d’une

section a l'autre. Bilan: plus on s’éloigne du point de fixation de la tige, plus
I’allongement résultant croit. Voir figure ci-dessous.

1,3 20,3 I

p [
o > i«

Al/3 24173 Al

13.7. Frottement et viscosité : les forces de contact

Les forces de contact résultent d’une multitude de forces élémentaires (interactions
précédentes) exercées simultanément sur un méme systeme. Elles sont la manifestation au niveau
macroscopique des interactions fondamentales.

13.7.1. Forces de frottement solide

13.7.1.1.  Frottement statique

Solide qui ne bouge pas sur un plan incliné :
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Ry=P,=cos(a)mg

R,=P,.=sin(x)mg

R
tano = |—-

N
Par définition, et pour tous les cas de figure, on pose :

tan o, =k, ,

avec a,I’angle a partir duquel on observe une amorce de glissement et kg le coefficient de
frottement statique.

Le coefficient de frottement est indépendant de R, R, et ne dépend que de la nature des
surfaces en contact (matériaux, forme, structure moléculaire...).

Condition de frottement statique (pas de mouvement relatif) :

R

T

k, >
s R,

R e . TP )
Tant que le rapport —-est inférieur a k;, le systeme est a 1’équilibre statique.
N

13.7.1.2. Frottement dynamique

De méme que précédemment, on obtient une condition de dynamisme du systeme :

on obtient cette fois une égalité dés que le mouvement est lancé.

Le coefficient de frottement dynamique est dans la plupart des cas inférieur au coefficient
de frottement statique :
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ml =F—k;R,

régime dynamique

régime

statique

]

Note : ces notions correspondent bien slir a une modélisation simplifiée. Dans la réalité,
les frottement sont souvent trés complexes.

Exemples de coefficients de frottement:

k. K,
Acier / Acier, dur et sec 0,78 0,42
Acier / Acier, dur et gras 0,1 0,05
Acier / Acier , surfaces polies 100 100
Bois / bois , sec 0,5 0,3
Métal / glace 0,03 0,01
Pneu sur route seche 0,8 0,6
Pneu sur route mouillée 0,15 0,1
Téflon / téflon 0,04 0,04

13.7.2. Force de frottement visqueux

Lorsqu’un solide se déplace dans un fluide, ou I’inverse, il est soumis a des forces de
frottements visqueux. Ce frottement se décompose en une force de frottement opposée a la
vitesse (la trainée) et aussi une force orthogonale a la vitesse (la portance). Nous ne nous
intéresserons qu’a la trainée, unique force de frottement pour les solides présentant une symétrie
dans le sens de la vitesse.

. . . s . . .12 ..
e A vitesse faible, on dit qu’on est en régime laminaire ~ ou linéaire. La force de frottement a
pour grandeur :

F;:_¢.77.V

n est la viscosité du fluide (en Pa.s ou Poiseuilles) et ¢ un facteur de forme du solide en m.

"2 En mécanique des fluides, un régime laminaire est un régime dans lequel les vecteurs vitesses de toutes
les particules du fluide apres un obstacle restent paralleles.
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Pour une sphere, on a ¢ =67R.

Liquide

nen Pas

(az

n

en Pas

eau 0" C

1,8 10~

Air(’C

1,7 10~

eau 20" C

110°

Air20"C

1,8 10~

eau 40°C

0,66 10”°

Air40’C

1,910

Glycérine

1,49

H

2

0,93 10~

Huile

110~

Ammoniaque

0.97 10°

Alcool

037103

C0,

1510°

e A vitesse élevée, on dit qu’on est en régime quadratique (i.e. qui varie avec le carré de la

vitesse) :

1
S

F, :—Ecxs,ov2 T/ ot

C, est le coefficient de pénétration dans I’air (sans dimension), S la surface (m?) apparente du

solide (dans un plan perpendiculaire au mouvement), p la masse volumique du fluide (kg / m3) et

T un vecteur unitaire tangent a la trajectoire du solide.

C, (sans dimension)

Carré, disque 1,1
Cycliste 0,8al,1
Sphere 0,51
Voiture 0,3a0,5

Aile d’avion 0,01

e La formulation générale du frottement visqueux est :

_

F, :—f(V)-T:—%CX(Re)SpVZ-T

Le C, est cette fois un coefficient qui éventuellement varie et dépend d’un nombre appelé nombre
de Reynolds (R,, sans dimension) qui caractérise les propriétés de I’écoulement du fluide :

pd

e

n

6

R =—1V avec,
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d la dimension linéaire du solide (d=2R pour une sphere) exprimée en metres.

1A

4001 C,
40/

4l
04l

10°" 1 10 10* 10° 10*10° 10¢ ¢ ol -
Cx pour une sphere Trainée pour une sphére

On peut aussi calculer la vitesse V., pour laquelle les deux types de régimes sont
identiques et ainsi avoir une idée du régime dans lequel on se situe :
12n
1CSpV? =6mRV, = V,=——H—
2 Tx p e ”77 e e CxRp
Si V <<V, (environ dix fois plus petite) la force est linéaire.

Si V >>V (environ dix fois plus grande) la force est quadratique.

Pour I’air comme pour I’eau, et pour un diametre de 1 m, cette vitesse est inférieure au
millimetre par seconde. Autant dire que, dans la vie de tous les jours, méme si nous n’avons pas

. N . 2
spécialement la forme d’une sphere, nous subissons une force en V~.

Annexe : une application des forces d’inertie pour
expliquer les forces de marées gravitationnelles

Généralites théoriques

Les marées gravitationnelles, d’une maniere générale, sont attribuables a la non
uniformité, en tout point d’un corps non ponctuel de masse m, du champ de gravitation produit
par un corps de masse M . Dans toute la suite on suppose que M > m et que le rayon de m est
tres petit devant la distance D qui sépare les centres des deux corps. On suppose, pour simplifier,
que les deux corps sont sphériques.

On suppose dans tout ce qui suit que le corps m orbite autour du corps M selon une
trajectoire circulaire parcourue avec une vitesse de grandeur constante (I’hypothese M > m rend
cette derniere assertion exacte puisque dans ce cas le centre de masse du systeme est confondu
avec le centre de M). Le champ gravitationnel causé par le corps de masse M au centre du corps
de masse m est (voir le schéma suivant qui n’est pas a I’échelle; n est un vecteur de norme 1
horizontal, dirigé du centre de m vers le centre de M),
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A

G

n
—

d

D’autre part, a, =G, s’avere étre I’accélération centripete de m par rapport a M. Ainsi, le
corps m ne constitue pas un référentiel inertiel, puisqu’il est accéléré par rapport a M. Si nous

notons G(F) le champ gravitationnel causé par le corps de masse M en un point de la surface de
m repéré par le vecteur ¥ (voir figure suivante), alors la force (du point de vue du référentiel

supposé inertiel M) subie par une petite masse dm en F vaut,

F = dnG(¥)
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Du point de vue du référentiel non galiléen m, la force subie par cette méme petite masse
dm en r vaut nécessairement (relisez les sections 6.3 page 35 et 7.5 page 42; on fait intervenir
ici une force d’inertie centrifuge),

13"=l~7‘—dmaﬁI =F—dm(To = dm(@(f)—(?o)
On peut donc associer  la force apparente F' un champ gravitationnel effectif,

G'E®)=—=GE) -G

Une illustration du champ gravitationnel apparent pour le référentiel m est donné dans la
figure ci-dessous, on constate que le corps m tend a s’aplatir verticalement et a s’allonger le long
de la direction horizontale,

d

En d’autres points que ceux indiqués sur la figure précédente, la relation vectorielle
G'(f)=G(F)— G, nous permettrait de prévoir I’allure suivante du champ gravitationnel,
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Il faut donc s’attendre a ce qu’une sphere tende a prendre la forme d’un ellipsoide.

A présent, tichons d’évaluer les champs gravitationnels en a et b (Ies champs en ¢ et d
s’en déduisent directement par symétrie du probléme). Si on note R le rayon du corps m, on a,

G - GM2
(D-R)
G' =G -G, - GMZ_GA;I:GM %_% GM| 1
(D-R) D (D-R) D

- Dz 2
-3
D

Puisque le rayon de m est tres petit devant la distance qui sépare les centres des deux
corpsona R« D et

-2
G - GM ((1_£j _1}: GM (1+%R+--~—1jz 2GMR

D? D D?

En c on a aussi facilement,

G.=-G.+G,=— M 2+GA;I:GM —;2+L2 :Gﬁf — ! ~+1
(D+R)” D (D+R)” D D ( Rj
I+—
D
-2
G'C=GA;[ - 1+£ +1 zGA;[ —1+2—R+---+1jz2GA;IR
D D D D D
En b et d, on trouverait,
, . GMR
G,=G'", = D3

En effet, la relation vectorielle G '(F) = 6(?) —GT, entraine que I’angle & sous lequel on

voit le rayon R depuis le corps M est tel que tano¥=R/D =G',/ G, .

Précisions sur les variations d’accélération centrifuge au sein de
I’astre subissant les marées

13 (1+x)a =~1+ax des que |x| <.
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o

La relation vectorielle G'(F)=G(F)-G, suppose implicitement que le champ
. ) — n ) ,
d’accélération centrifuge, G, = GM F’ est uniforme dans tout le volume de 1’astre de masse

m . En réalité cela n’est qu’une approximation : en raison du caractere non ponctuel de 1’astre de
masse m , il faut s’attendre a ce qu’en son sein il y ait des variations d’accélération centrifuge et
ce, méme si la vitesse angulaire @ de rotation autour de la masse M est constante.

Dans notre traitement simplifié des forces de marées, on a seulement pris en compte les
variations du champ de gravité de point en point, G(¥). Ici, nous nous proposons de voir a quelle

condition cette approche est justifié ou, en d’autres termes, de voir sous quelle condition on se
doit de prendre aussi en compte les variations d’accélération centrifuge.

Dans le cas d’'un mouvement circulaire uniforme de vitesse v, 1’accélération centrifuge
d’un point de m situé a la distance r du centre de M a pour grandeur :

L’accélération gravitationnelle (causée par la masse M ) y a par contre la grandeur :

_GM

a =
rav 2
£ r

Comparons les variations de a__ et a __ lorsque r change (on suppose @=cte; on se

centri grav

sert aussi du fait que d(Inx)=dx/x et 'on transforme I’opérateur de différentiation d en A

pour signifier la prise en compte de variations non infinitésimales des variables concernées):

Ina :ln(ra)z)zlnr+21na)

centri

Aag, _Ar o Ba_Ar
a r (0] r

centri
Donc,

Aa =£a =£m)2 = w’Ar
r

centri centri

Ainsi, si raugmente (i.e. Ar >0), a__ . augmente. D’autre part,

centri

Ina,,, :ln((jﬁd j =In(GM)-2Inr
Aagrav _ M _zg__zﬂ
GM r r

grav

Donc,
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Aagrav = _zﬂ agrav = _2& ng = _2 GI’;W
r r r r

Ainsi, si raugmente (i.e. Ar>0), a,_diminue. Pour que les variations de a soient

grav centri

négligeables devant celles de a,__ il faut que :

grav

|Aa

< ‘Aa

centri grav

GM

3
r

o’ |Ar| <2 |Ar|

<2

3
r

Si la période de révolution de m autour de M est T, on a @w=2x/T et il faut donc
satisfaire :

27
GMT? <

Dans le cas des marées causées par la Lune sur les océans de la Terre, on a r = 384400 km
et T=27,32j (27 7h 43 min 115s) avec M =M, =~7,3x10”kg. La période de révolution

autour de la Terre est égale a la période de rotation de la Lune sur elle-méme (27,32 jours : mois
sidéral). A cause de cette égalité entre révolution et rotation'®, la Lune dirige toujours la méme
face — appelée face visible — vers la Terre. Le mois dit lunaire est associé aux phases de la Lune
vues depuis la Terre : ce cycle (mois synodique) dure 29j 12h 44 min 3s. C’est le temps
nécessaire pour que la Lune, vue de la Terre, occupe la méme position dans le ciel par rapport au
Soleil. La différence entre le mois sidéral et le mois synodique est reliée au fait que la Terre

bouge elle aussi par rapport au Soleil. Avec ces données on peut facilement constater que la
2.3 2.3

condition _r<<1 n’est pas vérifiée puisque =41
GMT? P PUISANE '

Lune

Dans le cas des marées causées par le Soleil sur la Terre, on a r=149x10°km et

2.3
T =365,2564 j avec M =M, =~2x10"kg. Ici = -
GMT

=(,4<1 ce qui est mieux. Cela étant,

dans le cas du systeme Terre-Lune il convient de remarquer que les variations d’accélération
centrifuge relativement au centre de la Terre vont dans le bon sens: elles accentuent les

" ce synchronisme est la conséquence du freinage de la rotation de la Lune par les marées créées sur cette
derniere par la Terre. Ce freinage s’est poursuivi jusqu’a ce que le synchronisme soit atteint. Des ce
moment, le bourrelet créé par la Terre sur la Lune est devenu fixe et n’a plus causé aucun freinage. Les
seules marées sur la Lune sont actuellement provoquées par la variation d’amplitude de ce bourrelet due a
la fluctuation de la distance Terre-Lune du fait de I’excentricité de 1’ orbite.
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déformations causées par les variations d’accélération gravitationnelle, ce qui ne change rien a la
discussion qualitative de la section précédente.

Application : précisions sur les marées océaniques

La marée est un phénomene d’oscillation périodique du niveau des mers, dii aux forces
gravitationnelles différentielles qu’exercent la Lune et le Soleil sur la Terre et ses océans.

L’influence de la Lune I’emporte sur celle du Soleil (le coefficient M /D’ qui intervient dans
la section précédente est effet dans le rapport 2,178 a I’avantage de la Lune). Par le jeu de
leurs forces gravitationnelles, Terre et Lune forment un systeme qui pivote autour d’un axe de
rotation commun.

Lorsque la Lune se trouve a la verticale d’un océan, elle attire ses eaux qui s’élevent
tandis que, sur la face opposée de la Terre, le mouvement de rotation du systeme Terre-Lune
(plus précisément celui de la Lune par rapport a la Terre) exerce une force centrifuge qui fait
également s’élever les eaux, provoquant des marées hautes dans les deux cas. Au contraire,
dans les océans qui ne se trouvent pas alignés sur la Lune, les forces gravitationnelles et
centrifuges s’opposent et provoquent la marée basse.

Si le Soleil et 1a Lune se trouvent a angle droit par rapport a la Terre, ce qui arrive tous
les quinze jours, leur force d’attraction se contrarient, donnant lieu a des marées de faible
amplitude : ce sont les mortes eaux. Lorsque la Lune et le Soleil sont alignés avec la Terre,
leurs forces s’additionnent, ce qui provoquent les marées de vives eaux.

Application : cohésion d’un satellite et limite de Roche™

Petite expérience de pensée : si la Lune s’approchait trés pres de la Terre, elle prendrait
une forme d’ellipsoide allongé et, a un moment donné, la différence d’attraction exercée par notre
planete entre son bord intérieur et son bord extérieur serait telle que ses forces de cohésion ne
pourraient I’empécher de se disloquer. En fait, si la Lune se trouvait a seulement 18 000 km de la
Terre (le rayon moyen de I’orbite lunaire autour de la Terre est en réalité de 384 000 km), elle
volerait en éclats.

En effet, lorsqu'un objet se trouve proche d'un astre ou planete, l'attraction
gravitationnelle différentielle (ou force de marée) entre l'astre et chaque point de I'objet
considéré, peut briser le corps de grosse taille ou empécher sa formation. Chaque point n'étant
pas situé exactement a la méme distance que les autres points constituant cet objet, chaque point
subit donc de la part de l'astre, une force d'attraction gravitationnelle 1égérement différente de
celle subie par ses voisins. Il en résulte une force qui tend a casser 1'objet en mille morceaux. En
comparant cette force de rupture, a l'attraction propre qu'exerce I'un sur l'autre chaque point de

l'objet, on peut montrer qu'il existe autour d'une planete de rayon R, et de densit¢ p une

'S Edouard-Albert Roche (1820-1883) : mathématicien et astronome francais qui calcula la distance limite
d’un objet proche d’un astre qui subit des forces de marées brisant ce corps.
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distance limite D, , , en dessous de laquelle tout objet de densité p' est brisé par l'attraction
différentielle de la planéte:

1/3
P
DRoche = 2’ 4554(;) RPlan

Le rayon de cette orbite de dernier équilibre est appelé limite de Roche, en hommage
aux travaux du mathématicien et astronome E .-A. Roche (1820-1883), qui en a formulé le
concept en 1849 a partir de I’interprétation de 1’anneau de Saturne comme un satellite qui n’aurait
pu s’agréger (une autre limite est désignée lobe de Roche en hommage a ses études sur les figures
et la surface limite des atmospheres de deux corps célestes en présence).

On peut facilement trouver une justification de ce résultat fondamental en considérant
un satellite de masse 2m et de rayon 2R en orbite autour d’une planete de masse M (D : rayon de
I’ orbite supposée circulaire pour simplifier ; on suppose aussi R < D). Imaginons a présent que
le satellite soit en fait constitué de deux petits sous-satellites, chacun de masse m et de rayon R.
D’apres les sections qui précedent, on s’attend a ce que le satellite au complet subisse une force
d’étirement totale dans le plan orbital de 1’ordre de,

2GMR _ 4GmMR

F'=2mG'=2m= 5

Des que cette force est plus grande que la force de cohésion du satellite (si le satellite
est liquide, cette force de cohésion est essentiellement la force de gravitation entre les deux
petites masses m séparées de la distance 2R; si le satellite est solide, il faut prendre en compte des
forces de cohésion électrostatiques ce que nous ne traiterons pas ici), le satellite se brise,

_ Gmm _ Gm?*

F, =
(2R)2 4R?
2
F<Fo sz <4Gm£l/[R
R D

3
ﬂ<16(5j
M D

Avec des corps sphériques, m=§7£R3p' et Mzgerp,mfp (petp

!

densités

respectives de la planete et du satellite; R, le rayon de la planete) on a :

plan
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1/3 1/3
D<16”3(£] R 1 = Dy =2 sz(ﬁj R
p ' plan Roche 4 p ' plan

La facteur exact 2,45, au lieu de 2,52 obtenu ci-dessus, provient de la prise en compte
de 1'effritement rendu plus facile par la forme ovoide causée par la marée (la zone ou la marée est
la plus forte est plus éloignée du centre de l'astre que son rayon moyen et la cohésion
gravitationnelle s'en trouve diminuée) et en tenant aussi compte de la rotation du satellite sur lui-
méme (les forces centrifuges associées facilitent la brisure du satellite).

Deux cas intéressants : Phobos (« terreur » ou « combat », en grec) et Deimos (« panique
» ou « tuerie », en grec), les deux seuls satellites de Mars. Autour de Mars la limite de Roche se
situe a 10 400 km. Deimos est bien au-dela de cette limite (23 259 km). Mais pas Phobos qui se
trouve a 9 378 km. De plus il s'approche de Mars a raison de 3 & 4 cm par an. Phobos, se
trouverait donc dans la limite de Roche, et son écrasement sur Mars est prévu dans environ 30
millions d'années. Les fractures visibles de sa surface seraient le signe du début de la dislocation,
par suite de l'action des marées.

Autour de Saturne, un satellite se trouve proche de cette limite, c'est Atlas. Il se trouve a
2,276 rayons saturniens. En réalité, son orbite se situe au-dela de la limite de Roche : Atlas est un
corps de roches et de glace de densité entre 1,15 et 1,45. Avec ces valeurs, la limite n'est que de 2
rayons saturniens seulement.

Pour la comete Shoemaker-Levy 9, la limite a été franchie et elle en est morte. C'est le 24
mars 1993 que Shoemaker et Lévy découvrent cet objet étrange, avec un halo tres allongé de 160
000 km. 11 s'agissait des blocs de la comete, qui étaient les uns derriere les autres. La comete dont
la longueur a été estimée a 1,5 km, avait en effet été fractionnée au cours d'un premier passage a
proximité de la planete géante Jupiter, par les forces de marées gravitationnelles. Elle est
passée a 1 million de km, le 16 mai 1992. Mais, le 8 juillet 1992, elle passe a 1,6 fois le rayon de
Jupiter (soit moins de 120 000 km). Elle se brise en une vingtaine de morceaux, dont certains
atteignent quelques centaines de metres. Ils s'étendent sur 20 minutes d'arc apparentes depuis la
Terre, soit 5 millions de km. Fin juillet 94, le « train de cometes » rase Jupiter a 45 000 km. Le
démantelement est total. Les fragments pénetrent la haute atmosphere de Jupiter a 200 000 km/h.
Celle-ci s'est embrasée, tandis qu'a l'endroit de 1'impact se formait un panache de gaz énorme,
montant a 3 000 km. Autour du panache, apparu 5 min apres l'impact, s'est formée une vague
gigantesque de nuages qui s'étendait a la vitesse de 15 000 km/h. Un trou de 12 000 km fut laissé
par l'impact dans l'atmosphere. L’énergie libérée durant les impacts correspond a quelques
dizaines de millions de fois 1’énergie dispersée par la bombe d’Hiroshima.
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Ce montage de quatre images obtenues par la sonde Galileo montre [’évolution de
I’atmosphere de Jupiter apres l'impact du fragment « G » du noyau de la comete Shoemaker-
Levy 9 sur la planete géante. De bas en haut et de gauche a droite: 5 minutes apres 'impact, le
18 juillet 1994; une heure et demie apres 'impact; le 21 juillet, 3 jours apres 'impact (et 1,3
Jjour apres ’'impact d’un autre fragment du noyau de la comeéte, « L »); le 23 juillet, 5 jours apres
l’impact. Cet impact a dévoilé des couches profondes dans I’atmosphere de Jupiter.

Un peu d’histoire

Limite de Roche, lobe de Roche, deux notions a présent largement utilisées comme
criteres d’investigation dans de multiples domaines de I’astronomie, tant en planétologie (origine
de la Lune, satellites et anneaux planétaires...), qu’en astrophysique (étoiles doubles, trous noirs,
galaxies en interaction...). Et pourtant, a I’exception d’une poignée de théoriciens du premier
quart du XXeme siecle, tel Poincaré qui enseigne ses travaux a la Sorbonne (Université de Paris),
et outre-Manche Darwin et Jeans, il s’écoule quasiment un siecle avant que les contributions de
Roche ne deviennent d’actualité.
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Deux facteurs permettent d’expliquer ce laps de temps entre la formulation de ses
concepts et leur application. D’une part, la personnalit¢ méme de Roche, savant solitaire et
discret, préférant le paisible Montpellier (ville du sud de la France) d’alors au creuset de la vie
parisienne. D’autre part, les progres de I’astrophysique, mettant en évidence dans les années 1920
et 1930 une répartition de densité au sein des étoiles assimilable au modele de Roche. A la suite
de Chandrasekhar et de Kopal, des prolongements s’operent avec un modele de Roche généralisé,
idéalement adapté aux étoiles doubles. Quant a la limite de Roche des satellites, elle doit son
regain d’intérét a I’exploration du systeme solaire, dans les années 1980. Des applications qui
valent a Roche un cratere de la Lune dédié a son souvenir, et surtout d’étre de plus en plus cité
dans I’histoire de I’astronomie.

Annexe : Une application de la transformation galiléenne
des vitesses, I’aberration des étoiles

L’aberration est un effet optique da a la valeur finie de la vitesse de la lumiere qui se
compose avec la vitesse d’un observateur. Celui-ci ne voit donc pas 1’astre dans la direction ou il
se trouve réellement.

On distingue [’aberration annuelle, produite par le mouvement annuel de la Terre autour
du Soleil, et ’aberration diurne, due a la rotation de la Terre sur elle-méme en une journée.

Le traitement classique est particulicrement simple, et fait appel a la transformation des
vitesses déduite de la transformation de Galilée. La direction réelle d’une étoile E par rapport a
un observateur O immobile par rapport a 1’étoile fait un angle 8 avec I’horizontale. On note ¢ un
vecteur de grandeur ¢ (la vitesse de la lumiere dans le vide), et de direction celle d’'un rayon
lumineux issu de E. C’est un vecteur vitesse mesuré dans un référentiel inertiel R ou I’étoile est
fixe. On note ¢' le vecteur de direction la direction d’un rayon lumineux issu de la direction
apparente de I’étoile, E’. C’est un vecteur vitesse mesuré dans le référentiel terrestre R’ qui a un
instant donné est confondu avec O. Si v, est la vitesse de la Terre par rapport a R on a donc,

=V, +¢'
d’ou,

=C¢—V,
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C=V,+¢ .

On a la relation des sinus qui dans le triangle de la figure ci-dessus nous donne :

sin(6-6' in@'
( ) _siné = sin(6—6")="Lsin @' mais v, << ¢ donc (puisque sin8' est d’ordre 1 et
v, c c

parce que 8 =86"),

sin(6—0')~0—-0'~Lsing
C

6-6'=~Tsing
C

On peut aussi écrire la relation exacte (avec un tout petit peu plus de géométrie dans la
figure ci-dessus),

, csin @ sin @
tan 0' = =

V. +ccos @ Sy
T T 4cosd

C

Dans le cas de I’aberration annuelle, on a v, de I’ordre de 30 km/s (une orbite quasiment

circulaire de rayon 149 millions de kilometres est parcourue en une année), donc pour une étoile
qui serait réellement située au zénith de I’observateur (8 = 7 /2 ), I’observateur la verrait environ
20 secondes d’arc plus basse'®.

'L’ aberration des étoiles fait intervenir la vitesse de la lumiére mesurées dans deux référentiels galiléens
mais, bien siir, une foule d’autre phénomenes peuvent étre abordés avec la méme approche. Dans le cas de

flocons de neige chutant verticalement vers le sol (i.e. @ =90") avec une vitesse de I’ordre du metre par
seconde (la vitesse des flocons par rapport au sol), lorsqu’on se trouve dans une automobile filant a 100
km/h (le référentiel entrainé) on a treés nettement 1'impression que les flocons frappent le pare-brise

quasiment horizontalement (on trouve €'= 2" vs. 8 =90").
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14. Applications des lois du mouvement
Rappelons qu’on suppose généralement ici que les forces exercées sur une particule ne dépendent
que de sa position et de sa vitesse, ce qui revient a dire que les objets qui causent ces forces sont
stationnaires. Cette hypothése nous évite d'avoir & considérer simultanément le mouvement des
autres objets. La deuxiéme loi de Newton prend alors la forme

a
\ d-r .
F(r.v)=m—3 (5.1)
dt?
o, si on Uexprime en composantes,
mi = F (x,y. 2.2,
mij = F,(x.y. 2. & (5.2)

mi=F (x,y, 23,9, %)

Il s’agit done d'un systéme de trois équations différentielles couplées (on suppose gue 'on connait
explicitement les trois fonctions F,., F, et F,. Ces équations différentielles sont appelées équations
du mouvement.

Remarques :

1. On a supposé ici que la force dépend de la vitesse de la particule comme de sa position. La
dépendance en la vitesse peut survenir notamment dans le cas dun champ magnétique, dune
force de Coriolis (cf. chapitre 10) ou de la résistance de 'air ou d'un autre milieu.

2. Les équations du mouvement (5.2) sont du deuxieme ordre en dérivées. Cela signifie que leur
résolution demande que 'on spécifie des conditions initiales suffisantes, en 'occurrence la posi-
tion initiale et la vitesse initiale de la particule. Une fois ces quantités spécifiées. 'avenir de cette
particule est tout tracé car la solution aux équations (5.2) est alors entierement déterminde,
comme le stipule le théoreme d’unicité des solutions des équations différentielles.! (Vest la man-
ifestation la plus simple du déterminisme classique..

3. Le fait que la solution des équations (5.2) existe ne veut pas dire qu'elle puisse étre exprimée
analytiquement. En fait, le nombre de problémes ayvant une solution analvtique compléte, ¢’est-
a-dire une expression explicite de la fonction r(t), est tres petit, Meéme le probleme de Kepler,
celui du mouvement d'une particule dans un champ de gravité en 1/r2. n’admet pas de solution
explicite pour la position en fonetion du temps. Cependant, il est en général simple de résondre
ces équations si diverses contraintes (mécaniques ou autre) font quune seule coordonnée varie
dans le temps. Le probleme est alors effectivement unidimensionnel.

4. L’absence de solution analytique n’empeche pas le calcul numérique de la solution des équations
(5.2). Pour une seule particule (ou un petit nombre de particules), ce probléme est numériquement
simple, sauf que la préeision des solutions obtenues se dégrade progressivement au cours du
temps. La contemplation des solutions mumériques a non seulement 'avantage de favoriser

U Les conditions d'application de ce théoréme sont en pratique tonjours réunies dans les situations phyvsiques,

car le contraire impliquerait des forces infinies.
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U'intuition du probléme, mais permet aussi de poser des diagnostics sur la nature chaotique ou
non du mouvement.

Une conséquence extreme du déterminisime classique fut tirée par Pierre Simon de Laplace & la fin du XVIlle
siecle @ 81 un étre d'une intelligence infinie (ci-aprés nommé le démon de Laplace) connaissait avec précision
les positions et les vitesses de toutes les particules de I'Univers, incluant bien sur celles dont sont constitués
les cerveaux de tous les humains, cet étre pourrait en principe caleuler la position et les vitesses des memes
particules a des temps ultérieurs arbitrairement éloignés, ce qui implique que Uavenir de 'Univers, dans ses
moindres détails (les actions de chaque individu, ete. ), est déterminé a 'avance. Ce déterminisme radical
est bien sir en contradiction avec le sentiment de libre arbitre que chacun ressent, mais est accepté par
une proportion importantes de scientifiques comme allant de soi. Les travaux plus récents sur le chaos ont
apporté la nuance que les conditions initiales doivent étre connnes avec une précision infinie pour que les
prédictions classiques soient applicables & des temps éloignés. Comme une précision infinie implique des
distances extréments petites, elle est impossible & réaliser dans le cadre de la phvsique classique et nous
amene dans celul de la physique quantique. Dés lors, la notion de déterminisme est beaucoup plus subtile
car la mécanique quantique fait intervenir la notion d’observatear et d’appareil de mesure et 'application de
ces notions a I'Univers considéré comme un tout semble & premiere vue problématique. Done le déterminisme
radical est une position envisageable philosophiguement, mais difficile & défendre physiquement.

14.1. Projectiles

Considérons une particule en mouvement dans un champ gravitationnel uniforme, comme 'est
approximativement celui a la surface de la Terre. Choisissons nos axes cartésiens de sorte que
g = —gz et que la vitesse initiale de la particule soit dans le plan xz (Uorigine est placée i la
position initiale de la particule). On écrit done

vy = vy(Xcost + Zsind) (5.3)
ol vy est la grandeur de la vitesse initiale et 8 est I'angle de tir.

Les équations du mouvement sont

on r=10 (5.4)

._,
Il
Q

L

Cette équation simple a déja été étudice a la section 2.3. Reprenons rapidement le caleul ici. Une
premiere intégration donne
vit) =gt + vy (5.5)

alors quune deuxieme intégration (en tenant compte de la condition initiale r(0) = 0) donne

r(t) = 3gt’ + vyt (5.6)

Une fois obtenue la solution des équations du mouvement sous forme paramétrique (c.-a-d. x et 2
en fonction de t) on peut aussi s'intéresser a la trajectoire de la particule, c.-a-d. exprimer 2 en
fonction de x, en éliminant ¢. Comme vyt = =/ cos #, ceci donne simplement

q 2 ;
— i
2{‘{% cos2 @

o
=TI

2(x) =xtant —

Il s’agit de I'équation d'une parabole.
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Figure 5.1. Trajectoires paraboliques d'un projectile associées & trois valeurs différentes de I'angle de

Lir @, pour une vitesse de tir vy donnée.

Portée
La portée d'un projectile est la distance entre le point de tir et le point de retour au sol. Si le
projectile est tiré a partir du sol et que celui-ci est parfaitement horizontal, la portée x, s’obtient

en résolvant 1'équation (5.7) pour z = 0. La solution est soit @ = 0 (le point de départ). soit
.,2 2
2{‘[] i (AT 5 T
r, = —sinf cost) = — sin 20 (5.8)
g g

En fonction de 6, cette portée est maximale quand # = 7 /4. D'autre part. la portée augmente avec
vy et diminue avec g. Remarquons cependant que langle de portée maximale n'est plus le meéme
81 la résistance de D'air est prise en compte, ou si le projectile n'est pas lancé du niveau du sol.
Supposons, en particulier, que le projectile est laneé d'une hauteur h au-dessus du sol. On montre
que la portée du projectile est alors

i"% in 2 8gh 2 in2 9 (5 0
x, = — <8020 4+ | ——cos* # + sin” 20 (5.9)
P ;){j \I,' f"[‘]

ol1 on a bien sir négligé encore une fois la résistance de air.

14.2. Le pendule

Considérons un pendule simple, tel quillustré ci-contre. La tige du pendule
a une longueur £ et une masse négligeable, alors que la masse du pendule
lui-méme est m. Les forces en présence sur le pendule sont la force gravi-
tationnelle mg et la tension F de la tige. dirigée le long de la tige {cette
tension dépend évidemment de angle que fait la tige avee la verticale et
done dépend du temps). Nous désirons écrire 'équation du mouvement du
pendule et la résoudre dans approximation des oscillations de faible am-
plitude. Nous supposerons que le pendule est contraint (par les conditions
initiales) de se déplacer dans un plan.

Utilisons pour cela un repere local en coordonnées polaires planes (c.-a-d. eylindriques) avec comme
origine le point d’attache de la tige. La tige pointe alors dans la direction p. l'angle entre la tige et
la verticale est ¢ et le pendule est en mouvement alternativement dans la direction @ et —¢@. La
position du pendule est alors r = pp. L'équation du mouvement est

mir = F + mg (5.10)
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Utilisons maintenant 'expression (2.30) de 'accélération en coordonnées cylindriques, que nous
. ) ! 1
répétons ici :
. TN T A ; \
it =(p—pP")p+ (p¢ +20¢)P (5.11)
Dans le cas qui nous occupe, p est une constante égale & ¢ et I'accélération se réduit &
i =(—@%p + $P) (5.12)
Les forces en présence se décomposent comme suit dans le repere local :
F=-Fp mg = mg(cosp p—siny @) (5.13)

La deuxieme loi de Newton s’exprime done comine suit en coordonnée cylindriques :

ma‘(—\r}?ﬁ + ¢@) = —Fp+mg(cosp p—sing @) (5.14)
o1, en composantes,
.9 R
—mlp® = —F(p) +mgcosp
¥ V) - T
. . (H.15)
mip = —mygsin g

Insistons sur le fait que la tension F(p) dépend de l'angle que fait le pendule avec la verticale.
La premiere des deux équations ci-haut n'est done pas immédiatement utile. La deuxieme de ces
équations peut s'éerire comme suit :

G4 wsing =0 w= \, 7 (5.16)

Une fois connue la solution de cette équation différentielle. la premiere des équations (5.15) nous
fournit la valeur de F' en fonetion du temps.

Approximation des petits angles
5 c e ¢ o - . . . E .
Au lieu de s'attaquer directement a I'Eq. (5.16), faisons P'approximation que le pendule ne s’écarte
jamais beaucoup de la verticale, de sorte que l'angle ¢ (en radians) est suffisamment petit pour
faire 'approximation sin ¢ ~ . Dans ce cas, 'Eq. (5.16) devient
+uwlo=0 (5.17)
Cette équation différentielle linéaire du second ordre posséde comime solution générale une fonction
circulaire :
plt) = Asin(wt + &) (5.18)
ol £ et A sont déterminés par les conditions initiales. Cette solution peut aussi s8’écerire
p(t) = Bsinwt + C coswt (5.19)

oit B = Acos¢ et ' = Asing. En supposant que ©(0) = 0 et que la valeur maximale de ¢ soit
(I'amplitude de Doscillation), alors la solution recherchée est

p(t) = pysinwt (5.20)

Cette solution déerit une oscillation harmonique (¢’est-a-dire sinusoidale) du pendule, avec une
fréquence angulaire w. correspondant a une période

27 | € -
T=22—971,/= (5.21)
w \ g

La période d’oscillation du pendule est done indépendante de 'amplitude ¢ de l'oscillation, comme
I'a remarqué en premier Galilée au début du XVlle siecle.
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'E)[J_"' —f\'(.t = .tg)
tt )

Z—= T
0 2 l_my

Figure 5.2, Systéme masse-ressort (horizontal et vertical ).

Analogie avec un systéme masse-ressort

Le mouvement du pendule dans I'approximation des petits angles est analogue & celui d'une masse
attachée & un ressort qui suit la loi de Hooke. Supposons en effet quun tel ressort soit fixé & un
mur et que la masse puisse glisser sans frottement sur une surface horizontale, de sorte que la
seule force agissant sur la masse est la force de rappel du ressort. Placons 'origine a la position
d’équilibre dn ressort, de sorte que la force exercée par le ressort sur la masse lorsqu’elle est située
a une position x soit —ka (le probleme et la notation sont unidimensionnels et un signe négatif
signifie icl que la force est dirigée vers la gauche si x est positif et vice-vera). La deuxiéme loi de
Newton, ou I'équation du mouvement, est iei

L’équation (et sa solution) est la meme que dans le probléme du pendule dans I'approximation des
petits angles. Done la solution générale est encore

(5.22)

mi=—kxr ou r4+war=>0 w .
I

7

x(t) = Asin(wt + &) (5.23)

Le probleme est & peine différent si le pendule est suspendu au plafond et que la masse est en
mouvement d’oscillation vertical, sous 'influence combinée du ressort et de la gravité, Dans ce cas,
il est pratique de placer lorigine des coordonnées a la position d’équilibre de la masse, ¢’est-a-dire
a 'endroit ol la foree de rappel du ressort compense exactement la force de gravité exercée sur la
masse. Si zg désigne la position a I'équilibre du ressort en 'absence de gravité, la force exercée par
le ressort a la nouvelle position d’équilibre (en présence de gravité) est kzy = myg (cette force est
positive, car dirigée vers le haut). La force totale ressentie par la masse & une position 2 quelconque
est F' = —k(2 —25) —mg = —kz, car kzy —mg = 0. L’équation du mouvement est alors m# = —kz,
la méme qu'on aurait en U'absence de gravité, mais avec une position d’équilibre située a 'origine.

15. Travail, énergie, forces conservatives

15.1. Travail d’une force constante

Soit une force F constante le long d’un chemin vectoriel rectiligne §. On définit le
travail, W, de la force dans le déplacement considéré par le produit scalaire (@ est I’angle entre
les directions des deux vecteurs) suivant:

_ base orthon.

W=Fs = Fs +Fs +Fs =Fs cosf

(la deuxieme égalité développe ce produit scalaire dans une base orthonormée.)
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Dans le systeme international, I'unité de travail est le joule (J), c’est-a-dire des N m
(newtons metres).

La force F peut aussi €tre la résultante d’un ensemble de forces (dans ce cas, le travail
total est la somme des travaux de chaque force considérée individuellement):

ve{ze)sxn g

l

D’une maniére générale, on peut considérer le travail d’une force constante F le long
d’un trajet quelconque, d’un point A vers un point B (voir figure ci-dessous).

Travail d’une force constante le long d’un trajet AB

Il n’est alors pas tres difficile de montrer que le travail ne dépend effectivement que du
point de départ A et du point d’arrivée B, i.e. d’un vecteur s = AB :

base orthon.

Travail élémentaire : dW =F-ds = F.ds, +F,ds, +F.ds,
B B _ B B B B
W =[dW = [F-ds=[(F.ds,+Fds, +F.ds,)=F[ds +F,|ds, +F.|ds,
A A A A A A

W:Fx(xB_XA)"'Fy(yB_yA)+Fz(ZB_ZA)

87



Mécanique classique et relativité restreinte
W=F-AB=F 5§

15.2.Travail du poids (comme cas particulier de force
constante)

Dans les cas ou I’accélération gravitationnelle terrestre g peut €tre considérée constante
(c’est-a-dire localement, et pour des altitudes raisonnables), on peut s’intéresser au poids d’un
point matériel de masse m qui est alors un cas particulier de force constante (si la masse elle-
méme est aussi supposée constante, bien sir).

On a P =mg = -mgj (on choisit un repere orthonormé avec le vecteur de base j orienté
vers le haut). Pour un déplacement quelconque s = sxf + syj + sZE , on peut calculer le travail du

poids :

14

poids

=P-§=(mg) (s,i+ syj +s5K) = (—mgj)- (s i+ syj +s5.K) = —mgs,

(tous les produits scalaires sont nuls, sauf j-j=1)

La relation précédente prouve que le travail du poids ne dépend que du dénivelé h=s,

(i.e. seulement des ordonnées initiale et finale du mouvement), ce que 1’on écrit souvent :

W

oias = Mgh (avec h 2 0 si on fait une chute, et 2 < 0 si on s'éleve)

15.3.Travail d’une force variable

Si on s’intéresse au travail d’une force variable dans I’espace F, il faut considérer des
déplacements élémentaires ds le long desquels la force peut €tre considérée constante. Sur
chaque petit déplacement élémentaire on peut donc calculer un travail élémentaire dW . Le
travail total sur un trajet complet est alors obtenu par intégration (i.e. une somme) des travaux
élémentaires sur la totalité du trajet parcouru par le mobile:

dW =F-ds (travail élémentaire)

W= j AW = j F.ds (travail total)

trajet parcouru trajet parcouru

Cette fois-ci, contrairement au cas d’une force constante le long d’un trajet, on ne peut pas
exprimer le travail simplement a partir du début et de la fin du trajet. Le cas des forces dites
conservatives nous permettra de retrouver une situation dans laquelle seuls les points de départ et
d’arrivée compteront.
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F Trajet

Travail d’une force variable le long d’un trajet AB

15.4.Exemple de travail d’une force variable : force de
rappel d’un ressort (loi de Hooke)

Si un ressort est écarté de sa position d’équilibre, une force dite de rappel tend a le
ramener vers sa position initiale. Si I’écart a la position d’équilibre vaut y (on considere ici un
ressort vertical), alors la force de rappel est (loi de Hooke) :

Frappel = _ky j

(s1 on étire le ressort vers le bas y est négatif et la force est dirigée vers le haut, ainsi le
ressort tend a se comprimer; k est la constante de rappel).

Il est donc manifeste que la force de rappel n’est pas constante puisqu’elle dépend
explicitement de 1’écart a la position d’équilibre.

Soit un déplacement vertical élémentaire ds = dyj, alors le travail a fournir (il est donc
négatif) pour écarter le ressort de sa position d’équilibre vaut :

W= on aw = on Frappel ds = joy (_kyj) ' (dyj) = —Joy kydy = —kjoy ydy = —%kyz
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15.5. Théoréme de I’énergie cinétique’”

Dans un référentiel d’inertie R, la variation d’énergie cinétique E, = Emv2 (entre un état

final f et un état initial /) d’un mobile A de masse m est égale a la somme algébrique des travaux
des forces appliquées,

1 trajet
ch _EC,- Emvf——mv ZW

Remarque trés importante : dans un référentiel non inertiel R' on peut encore appliquer
ce théoreme mais il convient alors de prendre en compte les travaux des forces d’inertie !

Démonstration :
Dans un référentiel d’inertie on peut écrire la deuxieéme loi de Newton,

ZF]. =ma
j

Calculons le travail total (effectué pendant la durée dr ) pour un déplacement élémentaire

—

w»|-.

PRI . . . ds
ds réalisé par le mobile ayant la vitesse V= o =
t

[ZFjj-d§=mﬁ-d§
J

Z(Fj-d§)=mﬁ-d§=m§-a§ (car a =
J

av

=5
dt )

mais ds = sdt , donc
> (F,-ds)=ms-sdt
j

D’autre part,

donc,

Donc, apres intégration sur un trajet déterminé,

' Ce théoréme est aussi appelé « théoreme travail-énergie » ou « théoréme des forces vives ».
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3 1 . 1 . _Lrajet
ch _Eci —Emvf —Emvi = ;Wj

15.6. Puissance

La puissance P s’exprime en watts (W; i.e. des joules par seconde) et est définie par
(dérivée du travail par rapport au temps utilisé pour réaliser ce travail) :

p=W
dt

La puissance d’une force F qui dans I’intervalle de temps df parvient 2 mouvoir un
mobile de la distance ds (i.e. lui confere la vitesse V =ds/dt) peut s’écrire,

15.7. Forces conservatives a une dimension (1D)

Une force F est dite conservative (on dit aussi que « la force dérive d’un potentiel U »)
quand son travail ne dépend ni de la fagcon dont le mouvement est effectué au cours du temps, ni
du parcours suivi mais seulement des positions initiale et finale.

Pour un mouvement ayant lieu relativement a la seule variable d’espace x (mouvement a
une dimension), mathématiquement la contrainte serait donc d’avoir le travail de la force
proportionnel a la différentielle de I’énergie potentielle :

F dx o< dU
En effet, dans ce cas,

B B
W, ., = [Fdxe [dU =U(B)-U(A)
A A

et le travail ne dépend effectivement que de la différence d’énergie potentielle entre les
points A et B, i.e. des positions initiale et finale.

En pratique, il faut fixer la constante de proportionnalité entre F dx et dU . On choisit

conventionnellement la valeur -1 pour qu’un travail positif corresponde a une perte d’énergie
potentielle. Cette convention prendra son sens un peu plus loin quand on traitera le théoreme de

I’énergie mécanique (section 15.9). Avec la constante de proportionnalité a —1 on a donc la
définition d’une force conservative 1D :
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dU
F=-2"(x
* dx()

15.8. Exemples de forces conservatives 1D

L’énergie potentielle de gravitation dans un champ de gravitation uniforme vaut tout
simplement U, =mgy + cte puisque la force qui dérive de ce potentiel donne la bonne expression

du poids :

(force dirigée vers le bas !).

N

L’énergie potentielle d’un ressort vaut U :Ekx2+cte (x est I’écart a la position

d’équilibre) puisque :

(le ressort veut donc retrouver sa forme initiale dés qu’on I’écarte de sa position
d’équilibre, i.e. dés que x #0).

15.9. Théoréme de I’énergie mécanique 1D

Si les forces appliquées sont conservatives (i.e. dérivent d’un potentiel) 1’énergie
mécanique (i.e. la somme des énergies cinétique et potentielle) se conserve au cours du
mouvement :

E.+U = constante

Remarque : si des forces non conservatives entrent en jeu, I’énergie mécanique n’est plus
conservée, la différence est due au travail des forces qui ne dérivent pas d’un potentiel.

Démonstration :

Si les forces appliquées sont conservatives on a par définition,

dU =—F dx
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AU = —T F dx

Donc la variation d’énergie potentielle est 1’opposée du travail de la force
conservative sur le trajet qui passe de x; a x,:

conservative

AU =-[" Fdx=-W,
AU +W,

conservative

Mais, d’apres le théoreme de 1’énergie cinétique, le travail en question est aussi donné par
la variation d’énergie cinétique :

W

conservative

=AE.
Donc,
AU +AE, =0
U,-U+E,~E, =0
U,+E,=U +E,
Cette derniere relation traduit le fait que la somme de I’énergie potentielle et de I’énergie

cinétique (i.e. I’énergie mécanique) se conserve au cours du mouvement pour des forces
conservatives.

15.10. Forces conservatives, cas géneral

15.10.1. Introduction

Dans le cas a une seule dimension d’espace, on a défini une force conservative comme
une force dont le travail est I’opposé de la différentielle de 1’énergie potentielle :

Fdx=—-dE,

Cette définition assure donc que le travail total de la force effectué sur un trajet donné ne
dépend ni de la fagcon dont le mouvement est effectué au cours du temps, ni du parcours suivi
mais seulement des positions initiale et finale.

Notre probleme, a présent, est de voir comment cette dernieére contrainte peut se traduire

mathématiquement dans le cas d’'un mouvement non nécessairement unidimensionnel. Nous
avons ici besoin d’introduire un opérateur vectoriel appelé gradient.
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15.10.2. Notion de gradient

Le gradient d’une fonction scalaire f(x,y,z) est un vecteur noté Vf (les notations Vf

ou gradf sont également courantes'®) dont les composantes dans une base orthonormée sont les
dérivées partielles de f par rapport a chaque variable :

9
ox
- af
ay
of
0z

On parle également, sans faire de référence a une quelconque fonction f, de I’opérateur
gradient :

<
Il
|

Une propriété fondamentale du gradient de f'est la suivante :

df =Vf -dr

Démonstration :

La variation d’une fonction f entre les deux points (x,y,z)et (x+dx, y+dy,z+dz)
est:

df = f(x+dx,y+dy,z+dz)— f(x,y,2)

On rappelle que pour une fonction quelconque g, si sa dérivée en un point x existe on

vy 98 . 8(x+h)—g(x)
g0 =—"(x)=lim .

h—0

Autrement dit, pour 4 suffisamment petit, on peut écrire :

'8 V est un symbole qui se lit « nabla ».
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et hy=h% 4 g0
dx

Pour une fonction de plusieurs variables, on peut évidemment écrire (quand on dérive
partiellement par rapport a disons la variable x, les autres variables sont supposées constantes,
etc.),

d
g(x+dx, y,2) =~ =2 dx + g(x, ,72)
ox
dg
glx,y+dy,z)= gdy +8(x,y,2)

)
g(x,y,z+dz) za—gdz+ g(x,y,2)
Z

Ainsi, pour la variable x,
f(x+dx,y+dy,z+dz) zgidx+f(x,y+dy,z+dz)
X

donc,

df=f(x+dx,y+dy,z+dz)—f(x,y,z)=gidx+f(x,y+dy,z+dz)—f(x,y,z)
X

On peut ensuite appliquer le méme traitement a la valeur f(x, y+dy, z+dz) pour la
variable y :

df :a—fdx+a—fdy+f(x, y,z+dz)— f(x,,2)
ox dy
Et si on réserve le méme sort a la variable z :
df =a—fdx+a—fdy+a—fdz +f(xy,2)— f(x,,2)
ox dy 0z

¥ o o
df =L i+ P ay+ Y g
= gy

Finalement, on peut interpréter cette dernieére relation comme le produit scalaire des

vecteurs Vf = (g—f,g—f,gi] et dr =(dx,dy,dz), ce qu’il fallait démontrer,
x dy dy
df =Vf -dr
15.10.3. Exemple d’usage du gradient : courbes de
niveau

1l nous faut maintenant correctement interpréter la relation df = Vf - dr .
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Le plus simple est de considérer un cas ou le gradient est un vecteur a deux composantes
oh oh
ox dy

(x,y) du plan, on associe I’altitude h(x,y). On a toujours la relation suivante vérifiée,

seulement, Vi =( ] pour une fonction & représentant les altitudes d’un relief. En un point

dh=Vh-dr. Sur les courbes d’égales altitudes (ou courbes de niveau de la fonction %) on a dr

tangent aux courbes et, de plus, Vh-df =0 car sur ces courbes dh = 0, i.e. le vecteur gradient est
orthogonal a dr . Ainsi, le gradient de & est un vecteur dont la direction pointe toujours dans la
direction des plus grandes variations de h.

Y1 Vh 1l d&

Courbes de niveaux associées aux altitudes d’un relief

15.10.4. Forces conservatives : définition générale

La notion de gradient nous permet de donner une définition plus générale d’une force
conservative. On dit qu’une force F est conservative si elle peut étre mise en relation avec un
potentiel U tel que (on dit encore que F dérive du potentiel U ):

F=-VU

Dans le cas 1D, cette définition nous redonne bien la définition de la section 15.7 page 91,
tout simplement parce que la dérivée partielle d/dx devient une dérivée ordinaire d /dx :

?Uz(gzﬂﬁjzggfetF=Fﬁ,
ox dx
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du
dx ! dx
D’autre part, on peut aisément s’assurer que le travail d’une telle force ne dépend en effet
que des points de départ et d’arrivée d’un trajet donné (ce qui justifie I’expression « la force
dérive d’un potentiel ») car,

Fz—?Uszz—d—Ui:F =

F=-VU =F -dr =-VU -d¥ =—dU
B B

W:jF-di:—de:U(A)—U(B)
A A

Ainsi, pour une force conservative, revenir a son point de départ (A= B, i.e. parcourir
une trajectoire fermée 1" ) correspond a un travail globalement nul, W =0 , et ce,
indépendamment du chemin suivi :

W:gSF-dfzo
T

Exemple: une force centrale est toujours conservative

. ~ - r -
En effet, soit une force centrale F, i.e. une force de la forme F= f(r)— avec r le
r

vecteur position de norme r et f une fonction qui ne dépend que de la distance au centre de
force.

Supposons la force conservative et voyons si 1’on peut déduire de cette hypothese un
potentiel adéquat.

Si la force F est conservative, on peut écrire F=-VU donc F-df =-VU -d¥ =—dU et

puis &f -dr =—dU .
r

et

]!
Il
=

Finalement, puisqu’en coordonnées polaires on a
V =it +r60 — dr = idit + rédr9 :

av =—2 D5 g = —M(rf') - (Fdif + réd9) = —f(r)%dt
r

,
d’ou,
dr
U=- r)—dt + cte = — r)dr + cte
[rom= [ro

Puisqu’on peut toujours déterminer un potentiel U a partir de f (via I’intégrale ci-dessus ;
attention, cela ne veut pas dire que 1’intégrale est toujours facile a calculer !), la force centrale est
conservative.
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15.10.5. Le potentiel associé a la force gravitationnelle

Un peu plus loin, nous montrerons que le gradient de la fonction 1/r vaut (||f|| =r),

Cette derniere relation nous permet de clarifier 1’expression du potentiel U associé a la
force centrale de gravitation. Nous avons en effet la force de gravité exercée par un corps 2 (de

masse M) sur un corps 1 (de masse m),
= GmM
F,=- > Tip
hy

avec r, la distance entre les deux corps, et I, un vecteur de norme 1 dirigé du corps 2

vers le corps 1. D’autre part,
=-VU

H'!il
©
|

Remarquons maintenant que,

2 3 3
o hy e hp
avec r =r,I, un vecteur de norme r, dirigé du corps 2 vers le corps 1. La propriété

générale V(1/r)=—F/r" se traduit donc ici par,

go_CmMo 5 __GmM._ Gmw(i] _ v
Up Up ha
d’ou,
M
U=- Gm + cte

7
12
Si on choisit de noter r la distance entre les deux corps, on a donc pour 1’énergie

potentielle de gravité entre deux corps de masses m et M,

A présent, démontrons,

Nous avons F = xi + yj + zK et,
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ol 1
ox| [+ v2 4 22 YR X
\ y tz X +y +z 2x
2( y ) 1”3
(1) 9 ot | 2t || L e )2 | -2 |-
r X+ + 7 dy X+ + 7 2 r r
1, , 5 2\ 32 z
——(x"+y +z 2z -—
i 1 2( Y ) E
0z /x2+y2+zz

Voici l'allure du gradient de 1/r dans le plan z = 0 (attention le champ de gradient n’est
pas définien r=0):

=S [ S [ ~ -~ a N ¢ s P - - - - -
> > > > > > — - - - - - - -
> > | \ . 4 v ’ ? > ~ - - - - -

15.10.6. Energie potentielle gravitationnelle a g
constant

Puisque I’énergie potentielle gravitationnelle en un point de I’espace situé a la distance
r=R+h du centre de masse d’un astre sphérique de rayon R et de masse M vaut (on considere
donc un point de masse m situé a I’altitude /& au-dessus du sol),
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U(r=R+h)=—GMm=—GMm,
r R+h

pour des altitudes h petites devant le rayon de I’astre de rayon R (h << R),on a:

|U(h) =mgh+cte

Remarque : souvent, on prend la constante apparaissant dans la relation précédente égale
a 0 (puisque ce qui compte est essentiellement, en vertu du théoreme de 1’énergie mécanique, la
variation d’énergie potentielle et non la valeur précise de cette grandeur).

Démonstration :

-1
U(R+h):_GMm GMm _GMm(l hj

Rth  pas!y
R

Or, quand |x| est trés petit devant 1,

Donc,

-1
l+ﬁj zl—ﬁ
R

(car ici x = h/ R est effectivement supposé tres petit devant 1, et ¢ =—1).

Donc,
-1
UR+hy=-SMm ) _GMmf, h =—(mmn+(HWTh=ngh+LMR)=n@h+cw
R R R R R R
avec,
GM
g_ R2 5

I’accélération de la gravité a la surface de I’ astre de masse M.

15.10.7. Notion de rotationnel et comment vérifier
qu’une force est conservative

Pour vérifier qu’une force est conservative, on peut essayer de trouver une fonction U
dont I’opposé du gradient donne justement la force considérée. Autrement dit, on peut essayer de
calculer une « primitive » (au sens du gradient) de la force. Cela est parfois tres compliqué. Il est
souvent plus simple d’introduire I’opérateur vectoriel rotationnel.
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Soit un champ de vecteurs F , i.e. une application qui 4 un point de R* associe un
vecteur :

F R’ > R’
a=(x,y,2) - F(a)=(F,(a).F,(a).F,(a))

Avec F,, F, et F, des applications de R’ dans R (ce sont des champs scalaires). Le

rotationnel de F au point a est par définition le champ de vecteurs suivant,

oF, oF,

% (a) P (a)
— oF oF,
VxF(a)= az" (a)— axz (a)

oF, oF,

e (a) —g(a)

Si F dérive d’un potentiel deux fois différentiable et continu U on a,

w
ox
. oU
F=-VU=-|2"
dy
w
0z
puis,
w) (3 (w) [-2(L), 2L
ox ox ox dy\ dz ) dz\ dy 0
vxF a_U ixa_U:_ia_U_Fia_U 0
dy dy dy doz\ dx ) dx\ oz 0
U 9 (U afau) 9(u
0z 0z 0z ox\ dy ) ady\ ox

(la derniere égalité utilise le fait que 1’ordre de différentiation est indifférent des que la
fonction U est deux fois différentiable et continue.)

donc,
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Ainsi, comme nous venons de le démontrer assez facilement, le rotationnel d’un gradient
est toujours nul. En mathématiques on démontre aussi la réciproque (démonstration plus difficile
par contre): si un champ de vecteurs a un rotationnel nul alors ce champ de vecteurs peut
s’écrire comme le gradient d’une certaine fonction scalaire (a tout le moins sur un domaine de
I’espace qui ne présente pas de bizarreries... demandez a votre professeur(e) de mathématiques
de vous préciser ce que j'entends par la. En pratique les domaines utiles en physique ont les
bonnes caractéristiques).

Ainsi, pour vérifier qu'une force est conservative, il suffit de vérifier que son rotationnel
est le vecteur nul !

Exemple: une force centrale est toujours conservative

. ~ - r -
En effet, soit une force centrale F, i.e. une force de la forme F= f(r)— avec r le
r

vecteur position de norme r =+/x" +y> +z” et f une fonction qui ne dépend que de la distance

au centre de force (il s’agit donc d’une fonction de R* dans R).

On a,
Fefor )E fOX+y +7° ) f(\/x +y +7° ) f(\/x +y +7° )
r VX +y + 7 X +y + 7 X +y + 77
R+ +7%) J f(\/x2+y2+z2)z d| FX +y +2° )
X g -2
ai [x* +y* + 77 dy X +y +7° 0z Xy + 7
X
OxFo| O || FAX+Y +z) O T+ +2) | 9| S +Y +2)
dy N +y 47 0z x*+y +7 ox N +y 47
0
o) ey e | f(«/x ET M) fP 42
On a,
o FHX+y +2° ) 3 yz yz df
- S F O

ay N+ 47

Cette derniere expression ne change pas quand on échange les variables y et z, il
en résulte que la premicere composante du rotationnel est nulle. On montrerait de méme que les
deux autres composantes du rotationnel sont nulles. Ainsi, puisque le rotationnel d’une force
centrale est le vecteur nul, nécessairement elle est conservative.

(x2+y2+z (x2+y2+Z2)dr
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15.11. Rotationnel et mouvement de rotation

Le mot rotationnel suggere un mouvement de rotation. Dans cette section nous allons
montrer qu’en effet cet opérateur donne un résultat particulierement simple quand on I’applique a
un champ de vecteurs caractéristique d’un mouvement de rotation (solide).

En général, la vitesse en coordonnées cylindriques s’écrit : V=7t +r60 + 7Z .

Supposons que nous avons affaire 2 un mouvement circulaire et uniforme dans le plan
z=0. Dans ce cas la vitesse a la distance r de ’origine est V=7t +r00+7Z > V=r60=rab.

Mais 0 = —sin 6% + cos 6 + 02 (cf. section 54 page 28). Donc,

A A A s R ~ N A s
B=—S1n0x+cos49y+0z=—Xx+—y+0zetv=ra)9=—a)yx+a)xy+Oz.
r r

Dans la figure qui suit on montre 1’allure d’un tel champ de vecteurs.

\\\\"

/

/

/?
/l
7

w A
1 e
ST
T
oo

St T

s/
s
e

4/7//

e

~

»

A

v

L 4
\‘,,//
\\4///(

‘/A/H‘\‘\

L
e
.

T o o/ /
R
R S

Donc,
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9

ox oy 0
VXV = 9 x| +ox |=| 0

P10 ) |2

0

9z

Donc, pour un mouvement de rotation simple, le rotationnel est un vecteur colinéaire a
I’axe de rotation dont la grandeur est le double de la vitesse angulaire.

Remarquons que dans le champ de vecteurs considéré du champ des vitesses de rotation,
si on considere les vecteurs vitesse autour d’une direction € fixée, les vecteurs semblent
colinéaires les uns par rapport aux autres. On peut donc observer des champs de vecteurs de
rotationnel non nul ayant cet aspect (qui au premier abord ne semble guere associé a un
mouvement de rotation, et pourtant...) :

L J

L2

L)

15.12. Theoréme de I'énergie mécanique, cas général

15.12.1. Théoreme de I’énergie mécanique en
dimension trois

Si les forces appliquées sont conservatives (i.e. dérivent d’un potentiel via un gradient)
I’énergie mécanique (i.e. la somme des énergies cinétique et potentielle) se conserve au cours du
mouvement :

E_ +U = constante
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Remarque : si des forces non conservatives entrent en jeu, I’énergie mécanique n’est plus
conservée, la différence est due au travail des forces qui ne dérivent pas d’un potentiel.

Démonstration :
Si les forces appliquées F sont conservatives on a par définition un potentiel U tel que,

F=-VU SF-dt=-VU -dt =—dU

Donc la variation d’énergie potentielle entre un état initial et un état final est I’opposée du
travail de la force conservative :
final —

AU=U,~U;= [ dU==["F-df =W,
AU W, =0

conservative
Mais, d’apres le théoreme de 1’énergie cinétique, le travail en question est aussi donné par
la variation d’énergie cinétique :

:AEC

conservative

Donc,

AU +AE, =0
U,-U+E,~E, =0
U,+E,=U+E,
Cette derniere relation traduit le fait que la somme de I’énergie potentielle et de I’énergie

cinétique (i.e. I’énergie mécanique) se conserve au cours du mouvement pour des forces
conservatives.

15.12.2. Vitesse de libération

Il s’agit de la vitesse minimale requise pour qu une particule de masse m liée par la seule
gravitation a un astre de masse M et de rayon R puisse s’échapper du champ gravitationnel de cet
astre. Ona:

2GM

Vip =

Démonstration :
Puisque la particule de masse m est uniquement soumise a la force gravitationnelle (force

conservative) produite par I’astre de masse M, I’énergie mécanique doit se conserver dans le
mouvement.
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Quand on communique a une particule de masse m initialement au repos une vitesse v,
lorsqu’elle est a la surface de I’astre de masse M et de rayon R, I’énergie mécanique vaut :

"E = %mv2 _GMm

1 GMm
"— E, (surface) = —mv,, ————
r R
Quand la particule atteint I’'infini avec une vitesse nulle, i.e. la particule avait la vitesse
minimale requise pour quitter le champ gravitationnel de I’astre de masse M, on a :

"E = lmv2 GMim

" — E (infini)=0
r
Donc,

E (surface)=E (infini)

Lz, _GMm _
2 R
1 , GMm
vy, =
2 R
, 2GM
lib = T
2GM
Vi = R
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15.13.  Energie potentielle et stabilité

Pour les fins de la présente discussion, considérons une particule qui se déplace en une seule
dimension, décrite par une coordonnée x. Le champ de force est alors une simple fonction F'(x) et
la force pointe vers la droite si F' = 0. vers la gauche si F' < (0. Le potentiel de cette force est une
fonction U(x) dont la dérivée est ainsi reliée a la force :

F(x)= —— (6.46)

![*) instable

instable

Stable

W
A3

” ra
B
T Ty Ty T

M
A

Figure 6.2, Points d’équilibres stable (9] et instable (a1 et x3) sur un graphique d’énergie potentielle
en une dimension. Les Héches sur Paxe indiquent la direction de la force dans chacune des régions.

On dit que le point z; est un point d’équilibre si la force est nulle & cet endroit : F(xy) = 0;
autrement dit, si la dérivée du potentiel s'annule & a;,. On qualifie 'équilibre de stable si, lorsqu’on
déplace la particule légerement de ay, la force tend a la faire revenir vers x;. Cette condition est
remplie si la dérivée de la force est négative au point x,. En effet, en effectuant un développement
de Taylor de F(a) autour du point z,, on trouve

Flx) = F[:‘r‘l_]:] + (z — x :IFJ[J‘U )4+ (6.47)

Dans I'hypothese que Fag) = 0 et F'(xg)
x > x4 et positive (c.-a-d. vers la droite) si x <

< (), la force est négative (c.-a-d. vers la gauche) si
.. ce qui correspond bien a la notion de stabilité.
Dans le cas contraire, si F'(x;) > 0. la force a tendance a éloigner la particule de x; si cette
derniére en est légerement déplacée : I'équilibre est qualifié d’instable. En fonction du potentiel U,
un point d’équilibre stable x;, correspond aux conditions U'(x,) = 0 et U"{xy) > 0, alors quun

107



Mécanique classique et relativité restreinte

point d’équilibre instable correspond aux conditions U'(x;) =0 et U"(x,) < 0. Le développement
de Tavlor de I'énergie potentielle U(x) autour d'un point d’équilibre xy s'éerit

Ulz) =Ul(xy) + %U” (ag) (2 — .-1'[]}2 + .-

(le terme linéaire en x — a2 s’annule puisque U'(xy) = 0). Si 2 — x; reste petit, ¢'est-a-dire si la
particule ne s’éloigne pas beaucoup du point d’équilibre. alors on peut tronquer la série de Taylor
au terme quadratique sans faire une trop grande erreur. L'énergie potentielle affecte alors la forme
d'une parabole. Si 'équilibre est stable, le potentiel a alors la méme forme que pour une masse liée
a un ressort obéissant a la loi de Hooke, avec une constante de rappel k= U"(x).

Si la dérivée deuxieme du potentiel s'annule (U"(x) = 0) au point d’équilibre, alors il faut se
rendre jusqu’au terme cubique dans le développement de Taylor :

U(x) = U(xy) + 6[;“33 (20)(x — ) + - -

et I'équilibre est alors instable, car la force a le meme signe de part et d’autre du point d’équilibre,
de sorte que I'objet s'éloigne de x si on le déplace légérement vers la gauche (si U®) () > 0) ou
vers la droite (si U (xy) < 0). Plus généralement, c¢’est le premier coeflicient non nul de la série
de Taylor (outre le terme constant) qui détermine la nature de 'équilibre. Si tous les coefficients
sont nuls sauf le terme constant, alors I'énergie potentielle est simplement une constante dans cette
région de lespace et la force est nulle. On parle alors d’équilibre indifférent.

La notion de stabilité s’applique aussi trés facilement aux systémes qui, sans étre strictement
A 1

unidimensionnels, n’ont quun seul degré de liberté. Considérons par exemple un pendule rigide,

c’est-a-dire une masse m attachée a lextrémité d'une tige rigide sans masse de longueur £, dont

I'antre extrémité est fixée a un pivot, comme a la section précédente. L'énergie potentielle du

pendule en fonetion de 'angle d’inclinaison ¢ est

Ulp) = —mgf cos @ (6.48)
La force correspondante est obtenue en appliquant le gradient en coordonnées cvlindriques :
] |

. Lou : .
F (p) =—-—-—=—mgsiny (6.49)
L £ Ho '

Il v a deux points d’équilibre : ¢ = 0 et p = 7. La dérivée de la force est
I \ J‘ iy 5 ) \
F ()= —?[.-' (@) = —mgcos g (6.50)

L’équilibre est done stable & o =0 (U"(0) > 0) et instable & ¢ = 7 (U"(7) < 0).

La généralisation & plusieurs dimensions et plusieurs particules de la notion de stabilité est plus
délicate. Encore que la condition d’équilibre soit bien évidemment donnée par F(r) = 0, 'expression
mathématique de la condition de stabilité est plus compliquée. Il faut que le systeéme en son entier
ait tendance A revenir a son point d’équilibre si on le déplace légerement et ce, quelque soit la
direction de ce déplacement. Ceci n'est pas toujours possible. En particulier, on montre quune
particule se déplacant dans un champ gravitationnel (ou un champ électrique) ne peut pas jouir
d'un équilibre stable, mais seulement dun équilibre instable. Ce serait le cas, par exemple, d'une
particule située i un point intermédiaire entre la Terre et la Lune ol les forces gravitationnelles
exercées par ces deux astres se compensent mutuellement. Dans ce cas, I'équilibre pourrait sembler
stable dans une direction, mais il serait instable dans une autre direction.
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Annexe : Champs de vecteurs et formes différentielles
Champ de vecteurs : définition
Soit U un ouvert de R’.

On appelle champ de vecteurs de classe C* (i.e. continu et k fois différentiable) toute
application :

F U — R’
a=(x,y,z) & F(a)=(P(a),0(a),R(a))

avec P, O, R des applications de classe ¢* de U dans R (champs de scalaires).

Exemple: Si f est un champ de scalaires de classe C', alors le gradient est un champ de
vecteurs tout naturel :

S EYEYEY,
dx dy 9z

On dit alors que F dérive du potentiel scalaire f.

Divergence d'un champ de vecteurs
R’ est supposé muni d'une base orthonormée directe (0,?,],/2 )

Soit F:aws F(a)=(P(a),Q(a),R(a)) un champ de vecteurs de classe C', on appelle
divergence de F en a le réel:

oF

V-F(a)=i- a—(a)+] —( )+ k- —( )__( )+8Q

(a )+—( )

Si f est un champ de scalaires de classe C*, on appelle Laplacien de f la divergence de
son gradient :

*f
0z’

Vf(a)=V(Vf(a))= gx{ (a)+ gy{ (a)+

(a)

Rotationnel d’'un champ de vecteurs
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On appelle rotationnel de ' en a le vecteur :

vxF(a):Zxa—F(a)+jxa—F(a)+i€xa—F(a)
dx dy 0z
oP oP oP
el —(a) el
1 ax (a) 0 ay 0 aZ (a)
VxF(a)=|0 |x a—Q(a) +1|x a—Q(a) +] 0 |x a—Q(a)
0 ox 0 dy | 0z
9R oR IR
2@ 3, @ @
20
R _9¢
0 z—ym) 5 @
VX F(a)= —a—R(a) + 0 + a—P(a)
ox op 0z
Lo | 5@ | °
ox Y
IdR .~ 90
% (a) 3 (a)
_ oP oR
VX F(a)=| —(a) — —
X F(a) > (a) ™ (a)

90
0x

(a)— g (a)

oP

On peut facilement montrer (cf. section 15.10.7 page 100) que si un champ de vecteurs
dérive d'un potentiel scalaire, alors son rotationnel est nul.

Formes différentielles (petite introduction)

On appelle forme différentielle sur U , un ensemble ouvert de R?, toute application de U

dans le dual L( R’ R ) . Le dual L( R’ R ) est I’ensemble des applications linéaires de R’ dans

R.

Le dual est un espace vectoriel (en effet, la combinaison linéaire de deux applications
linéaires est encore une application linéaire). Cet espace vectoriel a en outre la dimension 3.

Exemple fondamental:
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Si I'on note (dx,dy,dz)la base duale de la base canonique de R’, (c-a-d. les application
linéaires dx:(x,y,z2)—>x, dy:(x,y,z2) > y et dz:(x,y,z) — z), toute forme différentielle s'écrit
donc sur cette base,

(w=Pdx+Qdy+Rdz|

avec P, O, R des applications de U dans R.

Donc, si f est une application de classe C' sur U, l'application a > df, est une forme
différentielle.

La forme différentielle est dite de classe C* si et seulement si le champ de vecteurs ( P,
0, R)estde classe C*.

Une forme différentielle est dite exacte si et seulement si il existe f de classe C'sur U
telle que :

w=df

On dit alors que f est une primitive de @ sur l'ouvert U .

3
Une forme différentielle o= Z P.dx, de classe C' est dite fermée sur 1'ouvert U si et
i=l1
seulement si :

—ap
vaeu , vi,j, Shaw="
ox; d x,

J

Théoreme: Toute forme différentielle exacte sur U est fermée sur U.
démonstration: admise.

Réciproque: Théoreme de Poincaré (admis)

Toute forme différentielle fermée sur un ouvert étoilé U est exacte sur U .

Intégrale curviligne d'une forme différentielle

Soit I' un arc de classe C' paramétré par ([a,b],(x(t), y(1), z(t)) dont le support est

inclus dansU.

Soit w= P dx + Q dy + Rdz une forme différentielle sur U.
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On définit l'intégrale curviligne de la forme différentielle w le long de la courbe I par :

b , ’ ’
L~w=L_Hh+Q@+Rﬂ=Ia(P(ﬁ&y@%dﬂﬁuﬂ+QUﬂxﬂﬂmuﬁy(0+Rﬁuxﬂﬁxuﬂzaﬂzh

x(a) x(b)
Cas d'une forme différentielle exacte : Ir df = f(B)— f(A) avec A|y(a) et B|y(b)
z(a) z(b)

Formule de Green-Riemann (admise) :

Soit A une partie "simple" du plan dont la frontiere est un arc I' , paramétré par une
application de classe C' et orienté dans le sens trigonométrique.

Soit P et @ deux applications de classe C' définies sur un ouvert contenant A et a
valeurs dans R . Alors,

[ POuydxe+ 0 ndy=|[ (g—(f(x, y)—?—i(m)]dxdy

Application aux calculs d'aires :

L'aire de A est l'intégrale double A= ” dxdy . La formule de Green-Riemann permet
A

d'affirmer:

A:Ir xaly:_“r —ydxzjr %(xdy—ydx)

Passage aux coordonnées polaires:

Soit D la partie décrite par (r,8) pour que (x,y)=(rcos®,rsin0) décrive A. Soit I'" la
frontiere orientée de D. On a :

A:HA dxdy:ﬂD rdrdezjr, %rzdé?
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16. Le probleme de Kepler
16.1. Les lois de Kepler et Newton

Un probleme de Kepler (1571-1630) est une situation mettant en jeu deux masses (ou
deux charges électriques) qui s’attirent (ou peuvent méme se repousser dans le cas de charges
électriques de mémes signes) avec une force telle que la force de gravitation universelle ou la
force électrique de Coulomb, sans aucune autre influence extérieure. Autrement dit, un probleme

de Kepler est celui mettant en jeu une force d’interaction en r~.

Le plus connu des problemes de Kepler est celui mettant en jeu les planetes du systeme
solaire. Un tel systeme se comporte de telle facon que son centre de masse se trouve animé d’un
mouvement rectiligne et uniforme. Suivant les cas, on peut observer des trajectoires
hyperboliques, paraboliques ou elliptiques, ce que nous démontrerons un peu plus loin.

Kepler était un héliocentriste et il aura tout fait pour démontrer la validité de cette
hypotheése. Aprés de nombreuses années de travaux et de calculs pour reproduire exactement le
mouvement des plandtes a 1’aide d’épicycles', il aura 1'idée d’abandonner les orbites circulaires
pour passer aux orbites elliptiques, en placant le Soleil a I’'un des foyers de ’ellipse.

Les deux premicres lois de la dynamique planétaire de Kepler ont été publiées en 1609
dans son Astronomia Nova. La 3¢me loi a ét€ publiée 10 années plus tard, dans Harmonices
Mundi :

° 1ére loi : I’orbite d’une planete autour du Soleil est elliptique et ce dernier
occupe 1’un des foyers de I’ellipse ;

° 2eme loi (loi des aires): une ligne reliant une planéte au Soleil balaie des
aires égales durant des intervalles de temps égaux ;

° 3eme loi: le carré de la période orbitale, 7 , d’une planete est
proportionnel au cube de sa distance moyenne au Soleil, a:

T? < d’ 3)

Les lois de Kepler ont été obtenues par la seule voie observationnelle et cela constitue une
vraie prouesse pour I’époque.

""Mouvement sur un cercle, dont le centre, a son tour, se déplace autour d’un cercle plus grand. Ce
mouvement était un aspect fondamental du modele géocentrique du systeme solaire proposé par Ptolémée
(100-170).
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Dans son traité Principia (publié en 1687), Newton énonce trois lois qui traitent du
mouvement mécanique des corps :

° 1ére loi (loi de ’inertie) : relativement a un référentiel galiléen, tout corps
persévere dans son état de repos ou de mouvement rectiligne uniforme si les forces qui lui
sont appliquées se compensent exactement ou bien sont inexistantes ;

° 2eme loi (principe fondamental de la dynamique) : dans un référentiel
galiléen, la somme des forces qui s’exercent sur un point matériel de masse m est
proportionnelle a son accélération :

SF, =i 4)

o 3eme loi (principe de ’action et de la réaction) : tout corps exercant sur
un autre une force quelconque recgoit de ce dernier une force égale (en intensité) et
opposée (en sens) :

Fz—u = _Fl—>2 (%)

16.2. Loi de la gravitation universelle

C’est en combinant ses lois du mouvement a la troisieme loi de Kepler que Newton trouve
sa loi de la gravitation universelle.

Considérons en effet le cas du mouvement d’un objet de masse m en orbite circulaire (de
rayon r) autour d’un corps d’une masse beaucoup plus grande, M.

La 3eme loi de Kepler impose :
T? =kr’ 6)

ol k vaut simplement 1 si la période est en années et la distance r en unités astronomiques
(UA : La Terre tourne autour du Soleil en se déplacant approximativement sur une ellipse
d’excentricité 0,01673 et de demi grand axe 149 598 600 kilometres, qui est, par définition
I’ unité astronomique de distance).

Puisque le long d’une orbite circulaire la vitesse v de 1’objet est constante, on a
également :

T = 27r 7
v
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On obtient ainsi :

= kr’ 8)

et donc la norme de la force centrifuge est,

mv:  mArx’r?  man®
=22 - ©)

3 2
r r kr kr

Alors le terme de droite doit donner la grandeur de la force (centripete) qui maintient
I’objet de masse m en orbite autour de la masse M, la fameuse force gravitationnelle :

F o= man’

g er

(10)

Pour obtenir une symétrie entre les deux masses m et M (symétrie requise en vertu de la
3eme loi de Newton), Newton réécrivit cette force ainsi :

GmM
F,= = (11

pour enfin obtenir la loi de la gravitation universelle et o G est la constante de la
gravitation universelle.

Justifions plus en détail le passage de (10) a (11) :

Si le corps de masse m subit une force,

mar*
Fg = kr2

(12)

on s’attend, par symétrie (égalité en termes de normes de 1’action et de la réaction), a ce
que le corps de masse M subisse une force de norme identique mais d’expression:

MArx?
F o= T

8 k.r.z

(13)

ou r' est le rayon de I’orbite circulaire parcourue par la masse M . Evidemment, la masse
M parcourt son orbite avec la méme période orbitale 7 ce qui impose I’existence d’une

constante k' telle que 7> =kr’ =k'r"” . Nous avons donc,
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min® _MAx’
2 - 112

m

kr k'r?

et en multipliant cette derniere égalité par les rapports m/m=1et M /M =1:

mM__M m
2 - ' v2_
krlM k'r n; (15)

2 mM: 112
kr m k'r“m

mM

On doit donc avoir :
kr*M =k'r*m
kr’Mr=k'r* mr

kr3M:k|rv3M:kvr|2mr (16)

La derniere égalité impose donc que les deux masses orbitent autour de leur centre de

masse commun.

En considérant les dernieres relations de (14) et (16) on peut finalement montrer que :

k ' M 3
A 17
PRl 17
Enfin, la derniere relation de (16) combinée a (17) montre que,
4 2 4 2 M2
o _4rx : (18)
kM k' m
(18) nous prouve donc que la force gravitationnelle peut s’écrire,
F, =M (19)
r

avec G=4x"/(kM) la constante de la gravitation universelle puisque 1’on a la suite
d’égalités :
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Am’m _Am’M

k> k'
Ar*m M _ Ar°M m
kr? M k'r® m

GmM AT*M  m _47[2 m’

= = 20
r’ M’ am kr 2 M? 20)
k?r
GmM A m’  4Arx? A* m
2 2 ;= 2 m= 2
r ,m- M kr k r
k”' —
GmM  GmM
rz - r2

Ayant obtenu cette loi, Newton fut capable de démontrer les lois de Kepler ainsi que de
les généraliser (ce que nous allons faire un peu plus loin). En effet, il montra qu’on obtient des
orbites elliptiques dans tout systtme impliquant une force centrale en r i condition que
I’énergie mécanique totale du systeme soit négative (le systeme est alors dit /i¢). On obtient des
orbites paraboliques dans le cas limite ou 1’énergie mécanique totale est identiquement nulle
(systeme libre) et des orbites hyperboliques si 1’énergie mécanique est positive (encore un
systeme dit libre).

Il montra également que la premiere loi de Kepler doit étre 1égerement modifiée ; en fait,
c’est le centre de masse du systéme qui doit se trouver au foyer de I’ellipse. Par exemple, dans le
cas du systeme Soleil-Jupiter, le centre de masse se trouve juste a la surface du Soleil. C’est la
raison de I'imprécision de la formulation de Kepler, qui ne reposait que sur des mesures de
position des planetes.

16.3.Un peu d’histoire sur les systemes du Monde

16.3.1. Brahe, Copernic et Kepler

A la fin du XVI€ siecle, I’astronome Danois Tycho Brahe effectue de nombreuses
observations relatives au mouvement des planetes. Il espérait pouvoir les utiliser pour valider son
modele du systeme solaire dans lequel le Soleil tournait autour de la Terre et toutes les autres
planetes autour du Soleil.
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Le systeme de Tycho Brahe.

En revanche, I’astronome polonais Nicolas Copernic (1473-1543) est universellement
connu pour son systeme héliocentrique, dans lequel la Terre et toutes les autres planete, tournent
autour du Soleil.

Dans un manuscrit — De hypothesibus motuum caelestium a se constitutis

commentariolus, plus connu sous le titre abrégé de Commentariolus — distribué discretement a
des amis strs en 1512 ou 1513 (en tout cas avant le 1€T mai 1514), Nicolas Copernic formule les
principes de sa théorie héliocentrique du monde, mais celle-ci ne sera publiée enticrement que

dans son De revolutionibus orbium caelestium (De la révolution des orbes célestes), édité a
Nuremberg (Allemagne) immédiatement apres sa mort, qui survient le 24 mai 1543.

Bien que Copernic mette le Soleil et non pas la Terre au centre du monde, sa théorie du
mouvement des astres n’est pas essentiellement différente de celle que Ptolémée exposait vers
141 dans son Almageste : elle est aussi a base de cercles et de mouvements uniformes, et les
arguments de Copernic contre Ptolémée sont davantage d’ordre philosophique que fondés sur
l’observation. De fait, il n’était pas réellement possible a I’époque de prouver que c’est le Soleil
et non pas la Terre qui est au centre du monde : le systeme de Copernic est seulement plus simple
sur le plan géométrique.

Cependant, Copernic améliorera de beaucoup les valeurs numériques de Ptolémée, et son
systeme permettra au mathématicien allemand Erasmus Reinhold de calculer des éphémérides
astronomiques excellentes, les Tables pruténiques, imprimées en 1551. Copernic sera trés estimé
de ses contemporains pour avoir amélioré et remplacé Ptolémée, mais son systeme héliocentrique
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ne sera considéré que comme une théorie ingénieuse, et non pas comme une vérité. Il faudra
attendre Kepler et Galilée pour que ce syst¢tme commence a s’ imposer.

Le systeme de Copernic.

A la mort de Brahe en 1601, son assistant, Johannes Kepler, hérita des données ainsi
accumulées. Apres les avoir analysées, il énonga ses trois lois : les orbites des planetes sont des
ellipses dont le Soleil occupe un des foyers (1609) ; les aires balayées par les rayons vecteurs
allant du centre du Soleil au centre de la planete sont proportionnelles au temps employé a les
décrire (1609) ; les carrés des temps de révolution des planetes sont proportionnels au cube des
demi grands axes des orbites (1619).

Avec Galilée, Johannes Kepler peut étre considéré comme le premier chercheur moderne :
ils n’accordent de confiance qu’a ’observation ou a l’expérience, quitte a rejeter les dogmes
établis.

La confrontation des observations tres précises de la position de Mars faites par son
maitre Tycho Brahe avec les prédictions des Tables pruténiques convainc Kepler que I’orbite de
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la planete rouge ne peut étre décrite ni par un cercle ni par une combinaison de cercles, mais
qu’elle est elliptique, le Soleil occupant un des foyers de I’ellipse. Il publie ce résultat — qui
constitue la premiere loi de Kepler — en 1609 dans son Astronomia nova (Astronomie nouvelle). 11
généralise cette loi a d’autre planetes dans ses Epitome astronomiae copernicanae de 1618-1621,
qui contiennent la premiere description correcte du systeéme solaire et dans lesquelles est
correctement formulée la deuxieme loi: les aires balayées en des temps égaux par la droite
joignant la planete au Soleil sont égales. La derniere loi — le carré de la période de révolution des
planetes est proportionnel au cube de leur distance moyenne au Soleil — est énoncée en 1619 dans
Harmonice mundi (L’Harmonie du monde). Kepler publiera en 1627 les Tables rudolphines du
mouvement des planetes, qui remplaceront avantageusement les Tables pruténiques.

16.3.2. Proces de Galilée, 12 avril-22 juin 1633.

La parution du De revolutionibus de Copernic, en 1543, avait bouleversé la cosmologie
traditionnelle en substituant 1’héliocentrisme au géocentrisme traditionnel. Les théologiens
catholiques, mais aussi protestants, rejeteérent la doctrine copernicienne au nom des affirmations
bibliques sur le Soleil qui se leve et se couche ! La reprise des arguments de Copernic est I’un des
motifs du proces qui vaut a Giordano Bruno sa condamnation a mort sur le bicher le 17 février
1600.

L hypothese est pourtant a nouveau soutenue dix ans plus tard par Galilée, qui s’appuie
pour la premiere fois sur des observations réalisées avec des lunettes astronomiques de sa
fabrication. En 1616, la condamnation de 1’héliocentrisme de Copernic par I’inquisition romaine
vise indirectement Galilée, qui est sommé de ne plus aborder le sujet. La publication du Dialogue
sur les deux plus grands systemes du monde ou Galilée se risque a démontrer la supériorité du
systéme copernicien entraine sa condamnation publique en 1633 pour avoir professé une doctrine
hérétique, contraire aux Ecritures. Il doit abjurer lors d’une cérémonie humiliante et terminer sa
vie en résidence surveillée tout en pouvant continuer ses travaux.

L’autonomie des sciences modernes fondée sur la méthode expérimentale était niée par ce
jugement, retentissante expression d’une suprématie de la théologie sur toute autre science qui
sera maintenue par Rome au moyen de la censure et de I'Index jusqu’au XVIIIC siecle. Si
Benoit XIV finit par déclarer recevable 1’héliocentrisme en 1757, c’est le pape Jean-Paul II qui a
procédé a une certaine réhabilitation de Galilée le 31 octobre 1992.

16.3.3. Systemes du monde — quelques repéres
chronologiques

Fin du VIe siecle - début du Ve siecle avant J.-C.
Philolaos propose que la Terre, la Lune, le Soleil et les cinq planetes connues dans
I’ Antiquité — Vénus, Mercure, Mars, Jupiter et Saturne — tournent autour d’un Feu central.

IVesiecle avant J.-C.

Aristote (385 env.-322 av. J.-C.), éleve de Platon, est en faveur d’'un systeme
géocentrique, fondé sur un ensemble de spheres matérielles qui ordonnent le mouvement du
Soleil, de la Lune et des planétes.
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IVe siecle avant J.-C.
Héraclide du Pont (388 env.-env. 315 av. J.-C.), un autre éleve de Platon, propose que la
Terre tourne sur elle-méme et que la sphere céleste est fixe.

Vers 250 avant J.-C.
Aristarque de Samos (310 env.-env. 230 av. J.-C.) propose un systeme héliocentrique.

I1€ siecle apres J.-C.
Ptolémée (actif entre 127 et 151) développe dans son Almageste un systeme géocentrique
tres perfectionné et complexe dérivé de celui d’Aristote. Rendant assez bien compte du

mouvement des planetes, ce systeme restera en faveur jusqu’au XVI€ siecle.

1252
Les Tables alphonsines, éphémérides fondées sur le systeme de Ptolémée, sont achevées
sous 1’égide d’ Alphonse X le Sage, roi de Castille et de Leén (Espagne).

1543
Le De revolutionibus orbium caelestium (Des révolutions des orbes célestes) est imprimé
a Nuremberg. Copernic (1473-1543) y propose son modele héliocentrique du systéme solaire.

1551

Les Tables pruténiques du mouvement des astres (Prutenicae tabulae coelestium motuum)
du mathématicien allemand Erasmus Reinhold (1511-1553), fondées sur le systeme de Copernic,
sont imprimées a Tiibingen.

1619

Dans son Harmonices Mundi, imprimé a Linz, Johannes Kepler (1571-1630) publie la
troisieme de ses lois cinématiques du mouvement des planetes ; les trois lois de Kepler ont été
établies a partir des observations de Tycho Brahe (1546-1601).

22 juin 1633
L’ouvrage de Galilée Dialogo [...] sopra i due massimi sistemi del mondo tolemaico e

copernicano (Dialogue sur les deux principaux systemes du monde), paru en février 1632 a
Florence, est condamné par le Saint-Office, qui interdit d’affirmer le mouvement de la Terre,
méme a titre d’hypothese.

1687
Isaac Newton (1642-1727) publie dans ses Philosophiae naturalis principia mathematica
la loi de la gravitation universelle et les lois physiques qui régissent le mouvement des planéteszo.

% Le 24 aott 2006, a Prague (République Tcheque), 1’assemblée générale de 1'Union Astronomique
Internationale a fixé de facon claire la définition de ce qu’est une planete. En conséquence Pluton a été
rejetée de la liste des planetes officielles du systeme solaire. Ce systéme ne contient plus que 8 planetes :
Mercure, Vénus, Terre, Mars, Jupiter, Saturne, Uranus et Neptune. Pluton tient en effet plus de I’astéroide
que de la planete; voila qui cl6t une controverse qui perdurait depuis la découverte de Pluton en 1930.
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16.4. Mouvement d’un point soumis a une force centrale
Le mouvement d’un point matériel A soumis a une force centrale est celui pour lequel

I’énergie potentielle d’interaction U de ce point avec un centre de forces O ne dépend que de la
norme r du vecteur position ¥ = QA . Puisque la force s’écrit (||f'|| =1):

i-vy=-2Y; (21)

elle est donc portée par le vecteur ¥ =T et passe donc constamment par le centre O, d’ou
le nom de force centrale.

La force étant centrale, son moment en O est évidemment nul (sachant que FXr = ()):

O_XXF:—fx(d—Uf*j:f) (22)
dr

Donc le moment cinétique®’ L en O de la particule A de masse m (i.e. L= (ﬁx(m\"/))

est un vecteur constant au cours du temps :

B [ dOA . d(mv .
£~ oax(mi) = L _9OA (o) 0xx L™ o (mi) +ORXF =D (23)
dt dt dt
Donc,
Vi: L=Fx(mv)=cte (24)

Il en résulte donc aussi que la trajectoire de A est contenue dans le plan perpendiculaire a

—

L passant par O. Choisissons ce plan de telle facon que la trajectoire en coordonnées
cylindriques vérifie z=0.

En coordonnées cylindriques on a :
I:=rAXm(ff'+r6"é+Oi)=mr29(f‘xﬁ)=mr292 (25)

et donc la relation (24) implique la constance de la norme de L,

HI:H =L=mr’@=cte (26)

*! On dit aussi moment angulaire. 11 s’ agit du moment de la quantité de mouvement.
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La relation (26) nous apprend notamment qu’un mobile de masse constante parcourt sa
trajectoire plus vite lorsqu’il est prés du centre de masse (si » \ alors 8 /7).

Historiquement, on a introduit la vitesse aréolaire,

déf dA
vV =" 27
o 27
qui est la vitesse avec laquelle le vecteur position ¥ balaye 1’aire du plan Oxy :
S
vV :ﬂ:limi rxrA@) _r'6 L 28)
dt  2-0 At 2 2 2m

Dans (28), on regarde le rapport de 1’aire parcourue par le mobile pendant la durée Ar.
Supposons que pendant cette durée il passe du point A au point B (voir figure).

Pour At petiton a Ar et A@ petits et la surface OAB est un triangle dont I’ aire est
aisément calculable (base fois hauteur divisée par deux) :

_rxBH _r(r+Ar)sinA@ sinA@ | rArsinA@

AA

2A20 ArA@ ’ ’ ’ 9
AA - r " rAr

2 2

En se limitant au terme d’ordre 1 on a :
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2
AA = r-A@

2

2
At 2 At

2
Vo =im2A 8
Ar—0 At 2

Remarquons que la constance de la vitesse aréolaire démontre directement la deuxieéme

loi de Kepler. Dans le cas d’une trajectoire elliptique on pourrait I’illustrer a 1’aide de la figure
suivante :

C

A

Le foyer F est le centre de force. Les aires des secteurs AFB et CFD sont égales si

les durées pour aller de A a B et de C a D sont égales.

On définit aussi la constante des aires C comme la mesure du moment cinétique par
unité de masse et qui vaut donc aussi deux fois la vitesse aréolaire:

déf .
c=L_ow - (31)

m

16.5. Méthode de Binet dans le cas des forces centrales en

r2

Pour trouver 1’équation de la trajectoire d’un point soumis a une force centrale en r—

(gravitation universelle ou bien force de Coulomb), il existe une méthode particuliere dite de
Binet.
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Posons,

f (32)

Ainsi pour K>0 on a une force attractive (par exemple la force de gravité entre deux
masses, ou bien la force de Coulomb pour deux charges électriques de signes différents), et pour
K<O0 on a une force répulsive (seulement dans le cas de la force de Coulomb pour deux charges

électriques de mémes signes). Posons finalement, pour simplifier, K = 8|K | Ainsi le cas attractif

est obtenu quand € =+1, et le cas répulsif est obtenu quand £ =—1 :

. K.
F=—cllp 33)

2
r

Dans le cas de linteraction gravitationnelle entre deux masses m et M on a
naturellement |K | =GmM . Dans le cas de I’'interaction coulombienne (force électrique) entre

deux charges électriques ¢, et g, on a |K | =M. Ainsi la notation (33) nous permet de traiter

4re,

mathématiquement les problemes de Kepler de la force électrique ou de la force gravitationnelle
en méme temps.

La méthode de Binet consiste 2 introduire les variables u=r" (ou r=u"') et les
constantes du mouvement (le moment cinétique L ou la constante des aires C) dans 1’équation

vectorielle F =ma écrite en coordonnées cylindriques. En premier lieu nous avons les relations
classiques de la cinématique (dans le plan de la trajectoire z=0),

i
v=|r0 (34)
0
S '2 . .
1rd ré P —r6? P —r6?
a=|——(r20) |=| 2i0+r0 |=| 0 35
—(r70) |=| 270+ (35)
0 0 0

La deuxieéme composante de 1’accélération est nulle car elle revient essentiellement a
la dérivée de la constante des aires !

On a aussi,
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sodrduy  6du_ Ldu
du d@ uw’dd  mdé’
2.2 2
y:i(ﬂjzéi[ﬂjzéi[_£ﬂj:_Lz d_th’ (36)
dr\ dt dé\ dt dé\ mdé m- dé
0 :leu4 _ L’
u m m*
Donc (34) et (35) deviennent :
_Au
r de
v=|ro|=L| 4 (37)
m
0 0
2 d2u+u u’
F—ré 2 46>
— 1 d 2 b L
a=|——(ré)|=—— 0 38
o (r0) |=—— : (38)
0

F =ma
|K|,\ Lz 21/! 2A
—871':—]’71? p 2+l/l r
2/ ;2 39
—€|K|u2=—£(dz+uju2 %)
m\ dé
2 2
|m=£{d§+@
m\ dé
d? me|K
d;+u=% (40)

Si I’on introduit le parametre positif et constant p,

L2

:—m|K| >0 (41)

p
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la formule de Binet prend la forme plus simple :

d’u E
+u=— 42
15 42)

Cherchons les solutions de (42).

1% méthode :

Une solution particuliere de (42) est la trajectoire circulaire (ce qui n’a de sens d’ailleurs

que pour € =+1 pour avoir r=0),

1 2 2
u=—=£ our=2 alvecdbzt=d—2 £ =0 (43)
rop £ dg” dé \ p
Une solution de 1’équation homogene associée a (42) est :
d’u
+u=0
o’ (44)

u=acos(8-6,)

avec a et @, des constantes.

Une solution générale de (42) est donc la somme de la solution particuliere et de la

solution générale de 1’équation homogene :

cos(0—-6,)+¢
w=acos(0-8,)+ £ = P06 (45)
p p
2°™ méthode :
Partant de (42),
2
du, =f (46)
de p

dw_ﬂ d*w  d’u

considérons le changement de variable w:u—£ donc — = et —=——-. Donc
p dé do do dé
(46) s’écrit,
d’u e d’ £ £) €
Pr +u:__>d02 w+— |+ w+— |=—
p p p p (47)
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La solution est donc,

w:u—izacos(é?—é?o)
(48)
u =acos(6?—490)+£
4

ce qui est bien identique a (45).

Traditionnellement, on appelle la valeur absolue du produit |ap| excentricité de la
trajectoire et on la note e (ainsi définie 1’excentricité est toujours positive, mais la nature positive
ou négative de ap (cela dépend du signe de a) peut étre maintenue en imposant un déphasage
additionnel de 7 dans le cosinus (ce qui revient a parler de la courbe symétrique de la
trajectoire par rapport a la droite orthogonale a la droite d’équation 8 = 6,):

0-6,)+
e=|ap|20—>u=l=ecos( 0) £ 49)
r p
ou,
p
= 50
' ecos(6—-6,))+¢e 0

Remarquons que lorsque #—6, =0 on a r minimal car le cosinus est alors maximal et
cela aussi bien dans le cas attractif que répulsif,

ro=—Pt (51)
e+¢&

Quand -6, =0 on dit que le mobile est au périgée (si le centre de force est la Terre) ou

périastre (quand le centre de force est un astre quelconque), ou méme périhélie (quand le centre
de force est le Soleil). Quand le mobile est au contraire au plus loin du centre de force, on dit que
I’on a atteint I’apogée ou apoastre, ou méme 1’aphélie (prononcez « apéli »).

Nous préciserons I’importance de 1’excentricité dans la section consacrée aux aspects
énergétiques du mouvement. Essentiellement, « plus I’excentricité est grande plus la vitesse
initiale de la particule est importante ».

Remarques :

1. Pour € =+1 on a une force attractive, et pour € =—1 on a une force
répulsive. Alors on ne peut avoir une trajectoire strictement circulaire (i.e. r constant au
cours du temps) que si I’excentricité est nulle (e=0) et si la force est attractive (pour
avoir un rayon positif sachant que p >0).
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2. Pour avoir une trajectoire fermée, il faut que » ne deviennent jamais infini.
Or —1<cos(0-6,)<+1=>e-e<ecos(0—6,)+e<e+e. On remarque donc que si
e <1 le dénominateur de (50) n’est jamais nul deés que € =+1 (force attractive) car alors
£—e>¢€—-1=0. Les trajectoires pour lesquelles e <1 sont appelées ellipses. De plus on

ne peut pas avoir de trajectoires fermées dans le cas répulsif (car sinon r serait
négatif sachant que le parametre p est positif !).

3. Le cas pour lequel on a e=1 est la parabole. On a alors
£-1<cos(6—-6,)+e<e+1. Dans ce cas la particule peut atteindre I'infini puisque le

dénominateur de (50) peut s’annuler. Mais pour que r soit positif la force doit encore étre
attractive (&€ =+1) car le parametre p est positif.

4. Les cas pour lesquels e >1 sont associ€és aux hyperboles. Dans le cas
attractif on a  l-e<ecos(6—6,)+1<1+e et dans le cas répulsif on a

—1—e<ecos(0—6,)-1<—1+e. Dans ces cas la particule peut atteindre I'infini (parce
que le dénominateur de (50) peut encore s’annuler).

Les quatre types de trajectoires possibles (cercle, ellipse, parabole et hyperbole) sont
appelées coniques (car on peut toutes les obtenir par intersection d’un plan avec un cone). La
relation (50) est appelée forme polaire de la conique. Le parametre p de la conique est souvent
simplement appelé parametre de la conique.

Dans les figures qui suivent, on trace des coniques ayant toutes p=1 et §, =7x/4 en
faisant varier I’excentricité. Le centre de la force centrale est toujours situé a 1’origine O de
coordonnées cartésiennes (0,0).

Excentricité nulle (cercle de rayon p). Seulement possible dans le cas attractif.
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Excentricité a 0,5 (ellipse). Seulement possible dans le cas attractif.

Excentricité a 0,9 (ellipse). Seulement possible dans le cas attractif.

Excentricité a 1,0 (parabole). Seulement possible dans le cas attractif.
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Excentricité a 1,1 (branche d’hyperf)ole). Cas attractif.

Excentricité a 1,1 (branche d’hyperbole). Cas répulsif.

-10 -1.5 -5 -2.5

Excentricité a 1,5 (branche d’hyﬁerbole). Cas attractif.

10

Excentricité a 1,5 (branche d’hyperbole). Cas répulsif.
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Excentricité a 4,0 (branche d;hyperbole). Cas attractif.

Excentricité a 4,0 (branche d’hyperbole). Cas répulsif.

Dans la figure qui suit, on prend p=1, 6, =0 et on fait varier I’excentricité¢ de 0 a 0,9
par pas de 0,1.

2 -

Dans la figure qui suit, on prend p =1 et on fait varier I’excentricité de 1,0 a 8,0 par pas
de 1 dans le cas attractif. Le mobile arrive toujours de la gauche (8 = x). Cette figure vous donne
une idée de la déflection subie par le mobile en fonction de I’excentricité de sa trajectoire.
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La figure suivante est identique a la précédente si ce n’est que 1’on considere cette fois le cas

répulsif.

16.6.Quelques relations utiles a propos des ellipses

Etant donnée I'importance dans les applications de la solution elliptique (songez aux
mouvements des planetes autour du Soleil), on va dans ce qui suit caractériser en détail les
parametres généraux des ellipses : demi grand axe, demi petit axe et la signification géométrique
de I’excentricité.

Soit une ellipse d’excentricité e et de foyers F et F’. On note O le centre géométrique de
Iellipse.
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vy

Ona 0<Le<l, € =+1 et donc,

14
- 52
' ecos(6-6,)+1 ©2)

Quand -6, =0 ona,

ro = FA=—L— (53)
e+1
Quand -6, =7 ona,
r =FC=-t_ (54)
l—e

Le demi grand axe de I’orbite, a, est donc donné par :

da=r, 4y, =L 4 P _PTPYPED_ 2P (55)
l1+e 1-e 1-e 1-e
p
a= 56
1-¢2 (56)
Avec O le centre de I’ellipse, on a aussi :
OF =0A-r, =a——— (57)

1+e

et quand le point M est au point B on a (on se sert du fait qu’alors
cos(6—6,)=—OF | BF ),
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14 14 14 14
r= — BF = = = BF 58
ecos(0-6,)+1 _,OF .| BF-eOF BF-¢OF %)
BF BF
Donc,
BF =—P"  pF
BF —eOF
BF —eOF =p
_ )4
BF—p+e(a— j 59)
1+ e
BF = p(l— ¢ j+ea
1+ e
BF = P + ea
1+ e
Or,
2
BF? =0F2+b2=[a—Lj +b? (60)
1+e
avec b le demi grand axe de I’orbite. Donc,
2
b* = BF> —(a—Lj
1+e
2 2
bzz(i+eaj —(a—ij
1+e 1+e
=L teara-—L || L trea—a+-L- (61)
1+e 1+e )\ 1+e 1+e

. =a(1+e)(2—p+a(e—l)j=a(1+e)(

1+e

)

l1+e 1-—e

2
pro P (1+€)(2p_ pj: P p _D

2

l1-e l+e 1+e l—el+e 1-¢°

Donc,

p=—2 (62)
NI

(56) et (62) impliquent aussi :
b
—=41-¢ (63)
a
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Cette derniere relation nous apprend que 1’ellipse devient un cercle des que e=0 car
alors a=>.

Enfin I’excentricité est simplement le rapport de deux longueurs:

_orF

€=x (64)

ce qui, en particulier, nous apprend que lorsque ’on a un cercle (e=0), les deux foyers se
confondent avec O.

Démontrons (64) :

On a,
OF:a_rminzl_rminzl_ p l (65)
OA a a l+ea
or, d’apres (56),
OF 1-¢°
=1- =1—-(1-e)=e 66
OA 1+e ( ) (66)

16.7. Réduction du probléeme a deux corps

Le probleme de deux corps isolés en interaction gravitationnelle (par exemple ; pour le
cas de I'interaction coulombienne il en est de méme) se ramene a I’étude d’un point soumis a une
seule force centrale. Dans ce qui suit nous allons le vérifier.

Le principe fondamental de la dynamique appliqué respectivement aux points M, et M,

de masses m, et m, permet d’écrire (avec r, =OM, et r, = OM, relativement a une origine O

quelconque) :
- -
=B = FO)
o (67)
I > >
2 dt22 = F1—>2 = +F(}")

Ces deux équations vectorielles sont équivalentes a six équations scalaires (apres
projection sur des axes convenables), couplées par I’intermédiaire de la force d’interaction

gravitationnelle F(r) .
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Cependant, puisque le systeme des deux points matériels est isolé (on ne consideére pas
d’autre force agissant sur le systeme), son centre de masse possede, dans le référentiel d’étude
(R), un vecteur vitesse constant et est donc animé d’un mouvement de translation rectiligne et
uniforme. Celui-ci dépend des conditions initiales du probleme mais non plus de la maniere avec
laquelle les deux points M, et M, vont évoluer au cours du temps.

Il semble ainsi assez naturel de décomposer le mouvement des deux points en deux
parties : une partie décrivant le mouvement d’ensemble du centre d’inertie G des deux points et
une partie décrivant le mouvement d’un point par rapport a l'autre (ce que ’on nomme
mouvement relatif).

Le centre d’inertie G du systéme a deux corps possede le vecteur position:

OG =R = (63)
my +m,
En ajoutant membres a membres les deux équations (67), on obtient bien:
d’t d’t AR o o o
mlﬁ+m2722=(ml+mz) o =-F(r)+F(r)=0 (69)
) _ dR . — . P
Par conséquent, v(G)= i =v,=cte . On montre ainsi que G est animé d’un
t

mouvement rectiligne et uniforme ; le référentiel barycentrique Ry des deux points est donc
galiléen.
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En notant RO le vecteur position initial de G, il vient,

R(1) =R, +V,t (70)

A partir des équations différentielles (67), on peut aussi écrire :

2—

d 12.1 :_LF(’,)

dt m,

P . (71)
2= —F(r)

dt m,

En retranchant la premiere équation a la deuxiéme, on peut faire apparaitre le vecteur
position relatif ¥ =r, —T,. En effet :

2#
ot
t r — _
m, :d_;‘: i.,.i F(r) = m,+m, P 72)
dzfz 1 - dt m,m, mm,
—=+—F()
dt m,
Et si on définit (u est appelé masse réduite du systeme),
= _mm, (73)
m, +m,
Alors,
d’r -
—=F(r 74
i % (r) (74)

On dit que i est la moyenne harmonique de m, et m, puisque :

=—4— (75)

Soit le point fictif M, de masse u (masse réduite du systeme) et possédant, dans le
référentiel barycentrique (galiléen), le vecteur position, r=GM=MM, . L’équation (74)
montre que ce point fictif est soumis a la seule force centrale F(r), son mouvement est

notamment plan et possede plusieurs propriétés intéressantes (vitesse aréolaire constante ;
trajectoire de type conique par exemple).
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Par ailleurs, la connaissance du mouvement du point M par rapport a G (autrement dit la
connaissance de r = GM =M,;M, en fonction du temps) permet de remonter aux mouvements
des deux points matériels de départ M, et M,. On peut en effet écrire le systeéme vectoriel
suivant :

(ml +m2)f{ =m[, +m,F,

L (76)
F=T, L
Ainsi, connaissant ¥ =GM =M,M, et R on en déduit :
.5 m,
r=R-—2—F
m, +m,
(77)
F =R+
m, + m,

Dans la suite, on peut simplifier I’expression des solutions (77) en se placant d’emblée

dans le référentiel barycentrique galiléen (O — G ) ; alors R=0 (on ignore le mouvement
rectiligne et uniforme du barycentre) et finalement :

AIZG—MIZ— m,
ml +m2
(78)
£,=GM, =+—12 F
ml +m2

Les trajectoires des points M, et M, se déduisent donc de celle de la particule réduite M
de masse f# par une simple homothétie (un agrandissement ou bien un élargissement): les
trajectoires de M, et M, par rapport a G sont obtenues a partir de celle de M par rapport a G ou
(ce qui est identique d’apres la relation de définition F=GM = m) a partir de celle de M,
par rapport a M, . Le foyer de la conique est le centre de masse du systeme, ce que Kepler n’avait

pas vu avec ses observations. Les figures qui suivent vous illustrent quelques solutions elliptiques
du probleme de Kepler gravitationnel.
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-15

-10

10

10

-10

-15

Configurations orbitales pour ¢ =0,5 et m,/m, = 2. Les trois ellipses ont pour foyer

le centre de masse G qui se trouve a I’intersection des axes. L’objet le plus massif est celui
qui parcourt ’orbite la plus petite (cf. relations (78)). L’orbite en pointillés est celle de la
particule fictive M de masse réduite x4 tracée relativement a G. Les nombres indiqués sur

les orbites indiquent les positions relatives par rapport a G des 3 masses a 5 instants

distincts.
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10 0 10 10 0 10 10 0 10
gT T | T 17T | T 17T | T T T TI[rrrT [ 1T 177 [ T 177 ‘ F'ET HITT Lo | T T 1T | T T 1T [ T 1T 0
fe=0.1; M,=1; M,= e=0.1; M,=1; M,=2 e=0.1; M,=1; M,=5 -

10 [ ' | | =10
0 o
10 [ - -10
e=0.5; M,=1; M,=1
10 - 10
L // "N _
Cov ' ]
ot (O
AN . ]

L N L _

10 T - -10
e=0.9; M,=1; M,=1
10 - =10
o i
0 Koo ol D -0
10 - 410
:\ L1 1 ||||| i||||| | 1 I Y | ‘ | | i L1 11 ‘ L X 1 98¢ T X ||||| |i|||| ‘ L1 1 V:

10 0 10 10 0 10 10 0 10

Ici on présente plusieurs solutions elliptiques en faisant varier le rapport des masses
et ’excentricité. Le centre de masse est toujours situé a I’intersection des axes. L’orbite en
pointillés est celle de la particule fictive M de masse réduite /.

16.8. Loi des aires dans différents référentiels

A partir de la loi de la gravitation universelle, Newton démontra alors la loi des aires, qui
découle de la conservation du moment cinétique dans tout systetme gouverné par une force
centrale. En cherchant la démonstration de la troisieme loi de Kepler, il obtient le résultat général
valable pour tout systéme binaire composé des masses m, et m, (a est le demi grand axe de

I’orbite elliptique) :

T’=—" 4 (79)
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Démonstration :

Ce résultat s’obtient relativement facilement. En effet, la vitesse aréolaire s’écrit (on
considere ici la masse réduite ¢ du systeme ; cf. relation (28)) :

y - L _zab (80)

ol a et b sont le demi grand axe et le demi petit axe de I’orbite elliptique parcourue avec
la période T. L’aire d’une ellipse est en effet zab . Donc,

T = mab 2t (81)
L

Or (cf. (63)), b=av1-¢* et L=./pu|K| (d'apres (41)) donc,

2

2 ar 4
T=nab 2 5T =22’y 2= 20" (1-*) —£ (82)
L L pi|K]|
Mais p=a(l1-e*) (cf. (56)) donc,
2
e L S — (83)
|K| m +m, |Gmm, G(m, +m,)

ce qui conclut la démonstration.

La relation précédente est valable dans le cas o le mouvement étudié est celui de M, par
rapport a M, (ou celui de M, par rapport a M, ) : en effet la masse considérée est celle de la

particule réduite, 4 .

Mais on peut aussi écrire (relation de Chasles et dérivation par rapport au temps):

OM, =0G +GM,

2 2 2
o= o6+ Lo

2 . d2 .
EOMI :WHEOG-FI’H,I

2 2

EOMI =0+ml (}1\/11

2 (84)
4 _GM,

dr®

dr®
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Or (principe fondamental de la dynamique pour la masse m, ),

d? Gmm, ————
mlFOMl =+ r13 2 M1M2
Donc,
P — Gmym,
ml ?GMI = r3 MIMZ
ou,
d2

— Gm, ——
a7 M= MM,

Or nous savons aussi que dans le référentiel barycentrique (cf. relations (78)),

m, m,

r,=GM, =- r=-— MM,
I’I’l1 +m2 ml +m2
ce qui, en termes de normes, signifie :
GM, = e
m, +m,
Donc (87) se réécrit :
2 . m MM
d—zGMlsz (m,) s
di (m+m,) GM,
et avec (88) :
2 3 A
S m GM
d—zGMl =-G (m,) —
di (m, +m, ) GM,

(91) est I’équation différentielle qui donne le mouvement de M, par rapport a G.

De maniere similaire, nous pourrions aussi montrer que :

d? —— (m) GM
—GM, =-G 1 2
’ (’771 +m, )2 GM23

dr*

(92) est I’équation différentielle qui donne le mouvement de M, par rapport a G.
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La relation (92) peut en effet s’obtenir sachant que,

d? ——— Gm, ————
FGMZ = _TlMlMZ (93)
et que,
GM,=+—"1 f=+—"1_MM,=+—"1GM (94)
m1+m2 ml +m2 Wl1 +m2
D’autre part, nous avons,
MM, =GM, -GM, 95)
donc,
d* ——— d* —— d* ——
?MIM2 = d ) GM dt GMI
d? ——— Gm _Gmy .
?MIM2 = LM.M, M, 32 MM,
r
et enfin,
d? MM
?MIM2 = —G(ml +m, ) M:M; 97

(97) est I’équation différentielle qui donne le mouvement de M, par rapporta M, .

Nous constatons donc que les équations différentielles (91), (92) et (97) sont toutes de la
forme :

d* < X
—X=-G5— (98)
dt X
ol & est une fonction des masses m, et m, et X un vecteur position d’un point par
rapport a une origine qui est soit le centre de masse G, soit I’une des deux masses.

—_—

. X .
Pour que le facteur qui se trouve devant < soit de la forme Gmm, (pour retrouver

I’équation différentielle d’un probleme de Kepler gravitationnel) on est conduit a introduire des
masses réduites généralisées du type :

“, =% (99)

Alors (98) peut se réécrire :

d* < X d* < X

—X= —G§X— — mm, ?X = —Gmlng‘gF (100)
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i, & 5
E ar’
d’ <

X
—X = —(_Ivﬂllﬂl2 F

g dt2

—_—

= —Gmlmz F

—

(101)

La derniere relation de (101) est formellement identique a (74) pour une interaction
gravitationnelle entre deux masses. En particulier la 3°™ loi de Kepler est donc vérifiée et 1’on

peut écrire (cf. relation (83)):

2 34lug

>T =1

4,ug

|K | Gmm,

(102)

On peut donc établir trois formes distinctes de la 3™ loi de Kepler selon le point dont on
étudie le mouvement et selon 1’origine par rapport a laquelle on décrit ce mouvement. Voir

tableau ci-dessous.

Mouvement de
M, par rapporta G

Mouvement de
M, par rapporta G

Mouvement de
M, par rapporta M,

2 2
my \my + m m, (m, +m P L UL
= i 1 y i = 2(’7712 ) M= U o
mz ml 1 2
T_2 47[2('"1"""2)2 T _47[2(m1+m2)2 T_2—47[2 1

3 3
a; G m;

2
3 3
a, G m;

ag G m +m,

Demi grand axe g,

Demi grand axe a,

Demi grand axe

a3=al+a2

16.9. Aspects énergétiques du probléme de Kepler

16.9.1. Signe de I’énergie mécanique et excentricité de la
trajectoire conique

Les interactions gravitationnelle ou coulombienne étant centrales, on a donc affaire a des
forces conservatives et donc 1’énergie mécanique doit se conserver durant le mouvement. Le
probléme de Kepler a deux corps se ramenant a 1’étude du mouvement d’une particule fictive de
masse 4 1’énergie mécanique s’écrit donc simplement :

1 , Gmm
Em=E0+Ep=§,uv -1 (103)

r
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avec 4 la masse réduite, v la vitesse de M, par rapport a M, et r la distance entre les deux
corps.

On peut montrer que (voir démonstration ci-dessous):

2_
E, :%Gmlm2 ¢ -1

(104)

avec e I’excentricité des trajectoires et p le parametre de la conique.

On constate donc que les trois types de trajectoires possibles correspondent a des
domaines bien précis en ce qui concerne la valeur de I’énergie mécanique totale :

1. Si la trajectoire est elliptique ou circulaire (systéme lié) on a
O<e<letdonc E,  <0;

2. Si la trajectoire est parabolique (systeme libre) on a e =1 et
donc E =0;
3. Si la trajectoire est hyperbolique (systeme libre) on a e >1

etdonc £ >0.

Démonstration :
On a,
E, =, +E, =~ uy - "™ 105
m =B+ P =JHV — r ( )
avec (relation (37)),
_du
de
=Ll (106)
Hlo
et (relation (45)),
ecos(60—6,)+1
"y = (107)
p
Donc,
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2 2
Em=lﬂ% (ﬂj fut |-G
27wt \ a6 r
g =1L (d_j _ Gy,
" 2 u\\do r

du _ esin(6-6,)
6 )
Puisque I’énergie mécanique totale se conserve dans le mouvement, on peut donc évaluer
(108) en n’importe quel point de la trajectoire. Choisissons le périastre (i.e. & =6,) pour lequel

(108)

Or,
(109)

on a donc,
u=4t1 (110)
p
et,
du
—=0 111
16 (111)
Finalement,
2 2
G 1+
Em:li(”j _ Gmymy(1+¢) (112)
2ulp p
De plus (d’apres (41)),
2 2
p=—t-_L (113)
;u|K| uGmym,
Donc (112) devient,
2
G 1+
Em:lelmzp Ite] _ (14 ¢)
2 p p
E, :1m[(1+e)2 ~2(1+e)] (114)
2 p
Em = l Gmlmz |:€2 - 1:|
2 p

16.9.2. Notion de parametre d’impact — Changement d’orbite

A partir de la relation (104) on peut donner I’excentricité en fonction de 1’énergie
mécanique :

% (115)

Gmym,

e= 1+
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mais,
L2

= 116
p WG, (116)

D’autre part, pour une particule M de masse # ayant une vitesse asymptotique vV on

définit le parametre d’impact ¢ comme étant la distance qui sépare la droite de direction Vv et la
droite qui lui est parallele passant par le centre de force O (voir figure : la premiére droite est
finalement celle que suivrait la particule s’il n’y avait pas de champ de force central). Dans ce

cas, le vecteur OM peut étre décomposé en deux parties : une partie colinéaire a v, et une partie
orthogonale a v. Dans le calcul du moment cinétique ne subsiste alors que le terme orthogonal a
v. La norme du moment cinétique est donc simplement L =cuv .

E:Oﬁxyﬁjlzcyv

n

(]
"

B My _
lc ———

-7.8 =3 -2.35 0] 2.5
Finalement,
2 2.2
p=—L ___cV (117)
uGmym, G (m, +my,)
et,
2.2
e= 14 2PEw _ |1, 2¢VE, (118)
Gm,m, G’mm, (m, +m,)

On constate donc que pour de grands parametres d’impact ou de grandes vitesses

asymptotiques, lorsqu’un systeme est libre (avec E, > 0) alors sa trajectoire est une hyperbole de

grande excentricité.

Pour un systeme lié (E, <0), on constate que pour passer d’une trajectoire elliptique

(0<e<1) a une trajectoire circulaire (e =0) il suffit d’augmenter (au bon endroit de 1’orbite) la
vitesse du mobile.
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17. Quantité de mouvement — Collisions ou chocs

17.1. Définition moderne de la quantité de mouvement

La quantit¢ de mouvement d’une particule de masse m est un vecteur p, produit de la
masse m (scalaire) par la vitesse v (vecteur) de cette particule :

p=mv

17.2. Quantité de mouvement et deuxieme loi de Newton

Dans un référentiel galiléen, si la masse d’une particule est constante, la dérivée de la
quantité de mouvement par rapport au temps est égale a la somme des forces appliquées sur la
particule :

Sim = cte, alors  _ ZE
dt 5
Démonstration :
On a,
p=mv
donc,

dp d, . & .
@ _ a4 =m—=ma=9S F
dt dt (mv) =m dt m Z ’

La deuxieme égalité découle du fait que la masse m est constante et peut, donc, sortir du
symbole de dérivation. La derniere égalité provient directement de la deuxieme loi de Newton

(PFD). Donc :
dp -
Y_NF
dt z ‘

i

17.3. Conservation de la quantite de mouvement quand les
forces appliquées sont inexistantes ou ont pour somme le
vecteur nul

Si la somme des forces appliquées est le vecteur nul alors, pour une particule de masse
constante, on a conservation de la quantité de mouvement :
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SiZE =0 alors p = cte

Ce résultat est une conséquence directe de la propriété précédente.

17.4. Chocs (ou collisions) et quantité de mouvement

1. Lors d’un choc durant lequel la somme des forces appliquées est nulle, la
quantité de mouvement se conserve. Cette propriété est évidente d’apres la précédente

sous section;

2. Un choc étant généralement bref, on peut dire que la quantité de
mouvement se conserve méme si la somme des forces n’est pas nulle. Cette derniere

propriété se justifie ainsi :
Démonstration :

Supposons que la somme des forces n’est pas nulle, ZE #0.

1

Supposons que le choc a lieu durant une durée At. D’apres la relation,

nous pouvons donc déduire la variation de la quantité de mouvement Ap durant le choc :

Af)zZE X At

Ainsi, si At est suffisamment petit, on peut dire que Ap =0, i.e. p est constante méme si

la somme des forces n’est pas nulle.

17.5. Chocs élastiques et inélastiques

D’apres la section précédente, nous pouvons affirmer que durant tout type de choc la

quantité de mouvement reste constante. Selon la variation de 1’énergie cinétique durant le choc,

on distingue deux grandes familles de chocs :

1. On dit qu’on a affaire a un choc élastique si I’énergie cinétique se conserve

en plus de la quantité de mouvement;

2. On dit qu’on a affaire a un choc inélastique si 1’énergie cinétique ne se

conserve pas, bien que la quantité de mouvement soit conservée.
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17.6. Etude générale des collisions élastiques

17.6.1. Introduction

Considérons deux particules de masses m et m, qui se déplacent initialement a des vitesses v, et
vy, On suppose que ces particules exercent une foree 'ine sur U'autre, mais que cette force a une
portée tres courte, de sorte quelles se meuvent librement la plupart du temps, sauf quand elles
entrent en collision, ¢'est-A-dire quand elles s’approchent trés pres 'une de autre. Nous ne nous
soucierons pas des détails de la force s'exercant entre ces deux particules, car ce qui nous intéresse
ici est la relation entre les vitesses de ces particules apres la collision et avant la collision et non le
mouvement détaillé des particules pendant la collision.

On supposera que le processus de collision est élastique. ¢’est-a-dire que l'énergie cinétique des
particules est la méme avant et aprés la collision. Ceel implique qu’aucune autre particule n’est
créce lors de la collision et que 'énergie interne des particules n’est pas modifiée. Dans le cas
contraire, la collision est dite inélastique. En réalité. les collisions entre objets macroscopiques (par
ex. des boules de billard) sont toujours inélastiques car une certaine fraction de 'énergie est perdue
en chaleur. Des collisions inélastiques se produisent aussi aux niveaux atomique et nucléaire si les
particules (atomes, noyanx, ete.) émergent de la collision dans un état excité ou si de la lumiére
ou des particules supplémentaires sont émises pendant la collision.

|
|
v u, u,
*r— & i e =9
??ll ??3.2 E TTEl ??3—_)
i
laboratoire centre de masse

Figure 7.1. Collision unidimensionnelle de deux particules. Dans le référentiel du laboratoire, la par-
ticule 2 est au repos avant la collision. A droite, on se place dans le référentiel du centre de masse.

17.6.2. Collision en une dimension

Pour commencer, considérons le cas ot les deux objets qui entrent en collision ne se déplacent que
dans une seule direction (voir la Fig. 7.1). Clest un cas particulier d'une collision plus générale
quon étudiera plus bas. On suppose que le premier objet se déplace initialement A une vitesse
v, = X et que le second objet est an repos (v, = 0). Apres la collision, les deux objets ont
respectivement des vitesses vi = v{X et v = v4X. Le probleme est de déterminer précisément v| et
vh en fonction de vy et des masses des deux objets. Il v a deux facons de solutionner ce probleme :
(1) utiliser immédiatement les lois de conservation de la quantité de mouvement et de 'énergie;
(ii) se déplacer d’abord dans le référentiel du centre de masse, v utiliser les lois de conservation
et ensuite revenir au référentiel du laboratoire. Quoique la deuxieme facon semble plus longue a
premiere vue, elle est en fait plus simple. Nous allons cependant les expliquer toutes les deux.
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Dans la premiere facon, on applique les lois de conservation de la quantité de mouvement et de
I'énergie :

2

9 2 f
MUy = mqvy + mgvy et %mlsq = %mle'l + %H?-‘zf‘; (7.1)

I s’agit de deux équations, pour deux inconnues (v] et v5). On élimine v4 a 'aide de la premiere

) 5 MMy o f
tmy? = Imy (o2 + —2 (v, — v})? (

Il s’agit dune équation quadratique pour v] qui peut étre résoliue par la formule standard. On peut
la récrire comme suit :

équation, pour obtenir

=1
]

'-\f'i )7 (my +my) — 23331e'1e'1 + (my —my)vy =0 (7.3)

La formule de solution de I'équation quadratique nous donne

, I ,
vy = ———— [ myv, Lo/ mg — (my + my)(my —my)
L = m, +m 141 1y ' T 2/\1"4 2 _
! 2 (7.4)
my £ my '
=
1y =+ 11, 1
Le signe supérieur donne vj = vy, ce qui correspond & l'absence de collision. Le signe inférieur
donne plutot
My — Ty 2m P
V)= ——2y, et vh=—"u (7.5)
my =+ 1y my + My

(nous avons utilisé la premicre des Eqs (7.1) pour exprimer v4 en fonction de notre solution pour
v1). Notons que le discriminant de I'équation quadratique est un carré parfait, ce qui laisse penser
(ue cette solution n’est pas la plus simple qu’on aurait pu trouver.

Expliquons maintenant la deuxi¢me facon, plus pratique (surtout quand on étudie le méme
probleme en deux dimensions). Le centre de masse du systéme des deux objets se déplace & vitesse
constante avant, pendant et apreés la collision, car aucune foree externe n’agit sur le systeme. On
pent done se déplacer dans le référentiel du centre de masse, car ce référentiel est inertiel et les lois
de conservation v sont tout aussi valables que dans le référentiel du laboratoire. Dans le cas qui
nous occupe. la vitesse du centre de masse (3.3) se calcule d’apreés les données d’avant la collision,

V., = vyt g (7.6)

1y =+ 1y my 4 11y

La relation entre la vitesse v d'une particule dans le référentiel du laboratoire et la vitesse u de la
meme particule dans le référentiel du centre de masse est donnée par la transformation de Galilée

(2.33) .
u=v-V (it V=V ] (7.7)
En ne considérant que les composantes en x, on a
up =wvy —V
Uy = Uy — V . ] U i
; ; . ol V=e—11 (7.8
up = vy —V my + my
wy = vy — V
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L utilité du référentiel du centre de masse est que la quantité de mouvement totale M, V_  du
systeme v est nulle, car dans ce référentiel la vitesse du centre de masse est nulle par définition.

L équation de conservation de la quantité de mouvement est alors plus simple :
myuy + myuy = 0 = myu| + myuy (7.9)

On en déduit que uy = —(my /my)uy et uy = —(my /my)ul. Si on insere ces relations dans la loi de
2 1 2/ %1 2 \ 14 A |
conservation de 'énergie, on trouve

9 9 . m 9 9 : m P \
Impud + Imgud = Imy (14 =) 0 = Iy 4 dmyub? = im, (1 —|— —L) ) (7.10)
& el e M, 2 2ee 5
On en déduit que |uy| = [ | et done que |u,| = |ub|. Clest un résultat important : dans le référentiel
| 1 1 L P) 2

du centre de masse, les prandeurs des vitesses des particules ne changent pas lors de la collision.

En une dimension, deux cas se présentent : soit uj = uy, ou uj = —uy. Dans le premier cas, il n'y
a tout simplement pas de collision et devons done considérer le denxiéme cas seulement. On peut
ensuite retourner au référentiel du laboratoire :

t"Jl = {J’JI—I—L._ = —Hl—l—L'r :—f'l —l—;)I- (7 11)
_ . ) . I‘ 0. JI
vy =y +V = —ug+V = —uy +2V
En substituant les valeurs connues, on trouve
, LTy my — 1y , 2my .
vy = —v; +2 = vy et vy = ————u (7.12)
1My =+ My My —+ 1o My + 1My

la. méme solution trouvée plus haut.
Remarquons maintenant quelques caractéristiques de cette solution.

1. Simy = my, alors v} = —v, et vy & 0. La premiere particule rebondit sur la deuxieme comme
SUr U1 1.

2. Si, au contraire, m, < my, alors v} &~ v et vj ~ 2v,. La deuxieme particule est comme projetée
par la premiére, comme si un mur en mouvement 'avait frappée.

3. Simy = mg, alors v = 0 et vy = vy : il v a eut simple substitution des objets. Une telle
substitution conserve évidemment la quantité de mouvement et 'énergie, si l{‘.s masses sont
(".L'ai](‘h

17.6.3. Collisions en deux dimensions et angle de diffusion

Nous allons maintenant généraliser les calculs précédents an cas dune collision en denx dimensions.
Le deuxieme objet est encore au repos avant la collision. mais les deux objets sont déviés hors de
I'axe des o apres la collision. comme sur la Fig. 7.2. L'angle que fait la vitesse du premier objet par
rapport & la direction initiale de son mouvement est appelé angle de diffusion’'. Cet angle dépend
de la forme précise de la force qui agit entre les deux objets, ainsi que de la distance entre la cible
et I'axe de la vitesse du projectile; cette distance, notée b, est appelée parameétre d’impact. Notons
que le probléeme n'est pas différent en trois dimensions : les vitesses des objets aprés la collision
déterminent un plan. et ce plan contient anssi la vitesse du projectile avant la collision, car il

I Le processis de collision porte aussi le nom de diffusion en physique microscopique, en raison de la dualité

onde-corpuscule : la collision avec une cible au repos est en effet "analogue de la diffusion d’une onde sur un

obstacle.
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2 ”’1/
, e !
”?1 Vl CJ .:’)l!(}‘|
-4 N S SN
b 1 =
—————————————— -—------ Cj T I'{sz
”|'2 (_) TS
h Vo W,
avant 5 apres

Figure 7.2. Vitesses des particules avant et apres une collision, dans le référentiel du laboratoire : la
particule 2 est initialement au repos (va = 0).

’ -
é uj
1y
C1
My U .
[ N gj 0
; o e
__________ u, @7 0.
2 1My ¢ -
. 5
L
c_j . g
A Ug
avant apres
Figure 7.3, Vitesses des particules avant et apres une collision, dans le référentiel du centre de masse.

contient la quantité de mouvement totale des deux objets. C'est dans ce plan que nous travaillons,
la troisieme dimension n'intervenant pas.

Dans le repere du centre de masse, la collision est plus simple (Fig. 7.3). Soit u, et u, les vitesses
des deux particules avant la collision dans ce référentiel, et uj et uf les vitesses des memes objets
apres la collision. Comme la guantité de mouvement totale est nulle dans ce repere. on trouve
0 = myuy + myuy = myu)| + myuj, de sorte que wy est antiparallele & wy, et uj est antiparalléle
a u). Les deux objets se déplacent donc le long d'un axe commun avant la collision (mais en sens
contraire), et le long d'un autre axe commun apres la collision, ces deux axes sous-tendant un angle
. L'angle # est déterminé par le parametre d'impact ainsi que par la loi de force préecise qui relie
les deux objets. I peut en principe prendre toutes les valeurs entre —7 et .

Par contre, les angles #, et f, ne sont pas nécessairement libres de prendre toutes les valeurs.
Donnons nous comme probleme de déterminer 'angle de diffusion #; maximum, en supposant que
my > my. Il est évident que, dans le cas contraire (m; < m,) il est toujours possible pour la
particule 1 d’étre rétrodiffusée. c'est-a-dire de ‘rebondir’ vers son point de départ. Au contraire, si
my < my, Nangle de diffusion #; ne peut pas excéder un certain maxinmun (ceci est clair dans la
limite my = my, car un objet massif ne peut pas étre beaucoup dévié par un objet léger).

Pour ce faire, le plus simple est d’effectuer une transformation galiléenne vers le référentiel S* du
centre de masse. On répete alors facilement les caleuls précédents :

. _ __.l' _ ! ra
vi=wy+V vi=u] +V M,V P
V=—11 (7.13)

vo=w+ V=0 vo=u,+V my + my
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5

A partir de ces équations on trouve une expression explicite pour les vitesses u; et uy:

Mg m o
uy =—"-yV, w, = ————v, (7.14)
my + 1y - my + 1y
Appliquons maintenant les lois de conservation. Avant et apres la collision, I'impulsion totale est
nulle dans le repere du centre de masse :

miuy 4+ maolly = 0 = myu) + moyuj (7.15)

Les deux particules s'éloignent done du lieu de la collision dans des directions exactement opposées,
faisant un angle # avee la direction initiale des vitesses (ef. Fig.7.3). Comme dans le eas unidimen-
sionnel, on conclut de la conservation de I'énergie que les grandeurs des vitesses sont les mémes

apres et avant la collision et que seules les directions changent @ u; = u) et uy = wh.

On peut ensuite trouver la relation entre 'angle de diffusion # dans le référentiel S” et 'angle de
diffusion ¢, dans le repeére S:

Uiy uh, u) siné uy sin @ sin P
tanf) = — = ——— = — - = SE (7.16)
v, Uy, +V uy cos 4V ugcos@+V  cost +V/juy
Nous avons utilisé dans ces égalités les composantes @ et y des Eqs (7.13). Comme
. m s My . o
Uy =v; —V = - —1 vy = ———v; = —V (7.17)
My + My 1y 4 11y 1y
on trouve finalement
sin f/ P
tant) = ——— (7.18)
my
cosfl + —
my
s : : : :
0,
08T | ]
R =0.1
=G
06T [ k=09
U
04T f e
R=l.1
027 | .
R=2
R=10
0 ————— L L e
027 04T 0.6 TC 08T s

6

Figure 7.4. Angle de diifusion # dans le référentiel du laboratoire en fonetion de I'angle de diffusion
) dans le référentiel du centre de masse. On montre la dépendance pour cing valeurs différentes du
rapport [ = mq/m9.On note qu’il existe un angle ¢; maximum si # > 1.
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Si la particule 1 est plus massive que la particule 2,
G pour une certaine valeur 4, de 6 (cf. Fig. 7

par différentiation :

I'angle de diffusion #, atteint sa valeur maximale
4). La position exacte de ce maximum s’obtient

n,
| 1 4+ — cost
C iy ' M, o
0= — tan#, = = > = coslfy=——= (7.19)
dé B0, my\° my
COs 8[] —I— e
1,
et ensuite 0 0 1
xc sin cos B o
tan H]l“'l'\' — ! = —— {-}I- = — (7.20)
m =111 0 I'I 2
cosf, + S [(m) _,
My \ Mo
ce qui revient a dire
. - iy (a1
sinf"™* = —= = —cos#, (7.21)
m,

Si, au contraire, la particule 1 est plus légére que la particule 2, alors le dénominateur de I'expression
(7.18) devient négatif si —1 < cos@ < —my/my. Dans ces circonstances, tan#, est aussi négatit et
done 7 < 6, < 7. Dans la limite o1 § = 7, tanf;, — 0~ et §; = 7. P'angle de diffusion maximum
gy est donce égal & T (cf. Fig. 7.4).

Cas de masses égales

Dans le cas limite olt my = m,, on a

sin#
cosfl 4+ 1

tané, = (my = my) (7.22
Or, il se trouve que
sin f
= tan —

cosf+ 1 2
(cette formule se démontre aisément en appliquant les formules d'angles doubles : sinf =
2sin(0/2) cos(8/2) et cos = cos*(8/2) — sin®(6/2)). La relation entre # et §, est done partic-
ulicrement simple dans ce cas :

T < <) (7.23)
L’angle de diffusion maximum est obtenu quand # = 7, qui correspond a #** = 7/2.

Ceci est applicable au cas de deux boules de billard, si on néglige les effets du tapis et de rotation
des boules — ce quun vrai joueur de billard ne saurait faire. On ne peut pas faire ‘rebondir” une
boule sur une autre. Le mieux qu’on puisse espérer est que la boule projetée sur 'autre émerge
a un angle 8; proche de 7/2. Dans ce cas, sa vitesse est assez faible (elle tend vers zéro quand
6, — m/2).

On démontre par ailleurs sans difficulté que les vitesses v et v} sont perpendiculaires entre elles
dans le cas de deux objets de masses identiques (my = my = m) et d'une collision élastique. La
preuve est trés simple : éerivons pour ce cas les lois de conservation de la quantité de mouvement
et de 'énergie cinétique :

(7.24)

2 i i fo 139
mvy = mvy +mvy et smvy= %;m\v’l )© + %ml\vf_,;
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Simplifions les masses et les facteurs 1 partout et mettont la premiére équation au carré :
2 ’ .92 2 Y PRy PRI
Vo (Vi Ve et vi— (Vi) + (vh)? (7.25)

En développant le carré de I'équation de gauche et en comparant avee celle de droite, on trouve
que

vi-vy | =0 (7.26)

ce qui démontre bien que les deux vitesses sont perpendiculaires (ce qui comprend la possibilité
cue 'une des deux vitesses soit nulle).

D’antre part, on montre facilement que

=1
[Re]
|

tE = costh et t"i = v} Cos Hl

sachant bien stir que cosf, = sinf, puisque que #, = 7 — #,. La démonstration est la suivante :
comme v} - vy = 0, alors

¢ \ r V2 s T}

V- Vy = (V] +vy) - vy = (V))° (7.2R)

D’autre part, ce produit scalaire vaut vy vy cos #y, et donc vy = vy cosfly, tel qu’annoncé. La deuxieme
relation se démontre pareillement :

! N Iy '] i i P \
vy vy = (V] +Vvy)- vy =(Vv)) (7.29)

ce qui vaut aussi vy v} cos 8y, ce qui permet d’écrire que v, cosf, = 1.

Figure 7.5. Collision de deux spheres dures. La force appliquée sur la sphere no 2 est dans la direction

de la vitesse vj, et le paramétre d'impact b est relié simplement & Uangle 69 : sinfla = b/2R.

Etudions enfin un exemple précis de collision o la relation entre le parametre d'impact et 'angle
de diffusion peut étre établie. Considérons deux sphéres dures de mémes masses, telles des boules
de billard, qui entrent en collision. On supposera que la force qui agit entre les deux boules est
dirigée le long de 'axe qui relie les centres des deux boules. Ceei revient a négliger tout effet de
frottement entre les surfaces des boules. frottement qui pourrait communiquer & la boule-cible un
mouvement de rotation sur elle-méme. On indique sur la figure 7.5 la direction des vitesses avant
et apres la collision, les angles 8, et #y, ainsi que le parametre d'impact b, La relation entre ce
dernier, le ravon R des spheres et I'angle 6, est tres simple : sin#, = b/2R. Ceci vient du fait que
la quantité de mouvement mvy de la cible apres la collision provient de 'application sur un temps

157



Mécanique classique et relativité restreinte

extrémement court d'une force trés intense exercée au point de contact C des deux spheres et
dirigée suivant la droite qui relie les deux centres. Cette droite est done parallele & v}, La relation
b

2R
combinée & la relation (7.27), nous permet de calculer les angles et les vitesses v| et v} en fonetion
du parametre d'impact b.

cos ) =sinb, = (7.30)

17.7. Théoréeme de Koenig et collisions inélastiques

Une collision est qualifiée d’inélastique si I'énergie mécanique des objets en collision n’est pas
conservée. Sile systéme composé des deux particules est isolé, il v a tout de meme conservation de
la quantité de mouvement totale. Dans le but de mieux comprendre les facteurs limitant la perte
d’énergie lors d'une collision inélastique, nous allons premiérement énoncer et démontrer le premier
théoreme de Koenig, portant sur I'énergie cinétique d'un ensemble de particules.

Premier théoreme de Koenig

Ce théoreme stipule que 'énergie cinétique totale d'un systéme est la somme de deux termes :
I'énergie cinétique associée au centre de masse et I'énergie cinétique du systéme par rapport & son
centre de masse, ou énergie cinétique interne (K. ) :

mnt. /s

4 _ 17 72 r r _IE 2 PSP RN
I“lul. - '_jjflol.\' oI + I\inl. I\'illl. -3 milv;) ( "f-'-“-,l

i

ol v; est la vitesse de la i particule du systeme par rapport au centre de masse et 'V, est la vitesse
du centre de masse du systeme. Ce théoreme se prouve facilement en effectuant une transformation
galiléenne vers le référentiel du centre de masse :

- _ T ! [ - .")\
Vi = v cm + Vi (7.32)
E}]( ins
d _ 1 E (T 142
‘hlul. -2 UL I'~\' om + Vil
i
(7.33)
1 72 7 t 1 PEIY:
=3 E m Vo, +V., - E mv; | + 3 E m;(v;)
i i i
Le deuxieme terme du membre de droite s'annule, car U'expression entre parentheses est la quantité

de mouvement totale du systeme dans le référentiel du centre de masse, ¢’est-a-dire zéro. Il reste
done le résultat (7.31).

Expliquons : 'énergie cinétique d'un systeme dépend bien str dua référentiel d’observation. Le
théoreme de Koenig affirme que 'énergie cinétique est minimale et égale a I, lorsqu’on 'évalue
dans le référentiel du centre de masse et que, dans tout autre référentiel, on doit ajouter a cette
valeur minimum un terme 1M, , V2 qui ne dépend que du mouvement du centre de masse et de
la masse totale du systéme (ce terme est done indépendant du détail du mouvement interne du
systeme). Sile systeme est i50lé {(¢'est-a-dire si ancune foree externe n’agit sur lui) alors la vitesse
V. de son centre de masse est constante et 'énergie cinétique $M,,, V2 associée au centre de
masse est constante. Cependant, ['énergie cinétique interne v, n’est pas nécessairement constante
et peut se changer en énergie potentielle interne, se dissiper en chaleur, etc.
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Remarque : nous avons fourni une autre démonstration du premier théoreme de Koenig
dans la section 12.7.

17.8. Variation de I'énergie interne dans les collisions
inélastiques

Lors d'une collision inélastique, I'énergie associée au mouvement du centre de masse I:%_"llfl”ll\’r”“,
est la méme avant et apres la collision, et done la variation d’énergie provient entierement de la
variation d’énergie cinétique interne. Lors de collisions inélastiques d’objets macroscopiques, celle-ci
se transforme partiellement (ou entierement) en chaleur. Par contre, lors de collisions de particules
a 'échelle atomique ou subatomique, I'énergie cinétique interne peut tantot transformée en masse
(par 'équivalence relativiste entre masse et énergie) et servir 4 la eréation de particules nouvelles,
tantot augmentée par conversion dune certaine quantité de masse en énergie.

Considérons par exemple un objet de masse my et de vitesse vy qui entre en collision avec un
deuxieme objet, de masse my, initialement au repos. Apres la collision, supposons que les deux
objets adherent I'un & U'autre, et se déplacent & une vitesse commune v. Placons-nons premierement
dans le référentiel du laboratoire. La conservation de la quantité de mouvement nous dit que

my

myvy = (my, +my)v. — v=—"7"—10 (7.34)
. . - My + 1My
Par contre, 'énergie n’est manifestement pas conservée. Les énergies einétiques initiale et finale
SO0 9
. > . f o my o R
K, = tm v} Iy = Limy +my)v? = ——1 (7.35)
= ' - Sy 41y
et la perte d'énergie se lit dans le rapport K /K;:
K, ) 1
f my - T oYeR
— = = . <l (7.36)
K, my+my 14+my/my
Dans la limite ot m, > my. on trouve
Ky my P . ‘o )
— = — & 1 {1y = my) (7.37)
K 1.

(est le cas notamment dune météorite de masse me entrant en collision avec la Terre. vu du
référentiel terrestre. Cela signifie que pratiquement toute I'énergie cinétique est dissipée en chaleur
dans ce cas.

.

Etudions maintenant la méme situation, cette fois dans le référentiel du centre de masse. Dans ce
référentiel, les deux particules ont. avant la collision, des vitesses u; et u, données par l'Eq. (7.14).
Apres la collision, les deux particules demeurent ensemble au repos, car 'impulsion totale est nulle
dans ce référentiel. La perte d’énergie est alors beaucoup plus claire, car 'énergie cinétique est nulle
apres la collision : toute 'énergie interne a disparu. On dit alors que la collision est marimalement
inclastique.

Processus de désintégration

Le processus inverse d une collision maximalement inélastique est eelui dune particule instable qui
se brise en deux fragments. Vu du référentiel du centre de masse, la particule est initialement au
repos et se brise soudainement en deux fragments qui s’éloignent I'un de I'autre, alors que le centre
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de masse de 'ensemble se situe toujours an meme endroit. L'énergie nécessaire a ce processus
provient dune énergie potentielle interne qui se convertit en éneregie cinétique. Dans le cas dune
particule subatomique, ceci se traduit par une légere diminution de la masse totale des fragments
par rapport & la masse de la particule initiale.

Supposons que la particule initiale se déplace i une vitesse V le long de 'axe des @ dans le repére

du laboratoire. Etudions la relation entre les angles ¢, et #, que font les vitesses des deux fragments

par rapport & cet axe, et I'angle 8 qu’elles font avee le méme axe dans le repere du centre de masse.

On peut reprendre ici le caleul fait plus haut dans le cas d'une collision élastique, sauf que la

notation est légérement différente : v, et vy désignent les vitesses des fragments dans le repere du

laboratoire, et u, et u, les mémes dans le repere du centre de masse. On trouve
U1y ty, wy sinf/

tanf, = —= = _ _
l l Uty U, —+ 1 Uy e s H + I

(7.38)

et de meme (#, étant défini positif vers le bas)

tan# Py "oy Uupsin g (7.39)
£ 5 = — = — = = = | (.aY)
- Us.. Uy, +V — 1y COS H+V

Les grandeurs u; et uy se trouvent en fonction de I'énergie relachée A; comme miu; + mouy = 0,
on a iy = (1 /1ny)uy et

. > Lom . o
A =Ltmud + tmgud = Lm (l + —1) uy (7.40)
: - - 1y

ce qui nous permet d’exprimer w, et u, en fonction de A.
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Centre de masse

Laboratoire

Figure 7.6. Définition des angles dans un processus de désintégration, dans le référentiel du laboratoire
et celui du centre de masse.

17.9. Fusées et objets a masse variable

’

Etudions maintenant le mouvement dune fusée. La fusée est propulsée par la combustion de
carburant dont les produnits sont éjectés a prande vitesse par la tuvére du moteur. Considérons
premicrement une fusée dans lespace intersidéral, libre de toute influence gravitationnelle. Le
systeme isolé dont la quantité de mouvement est conservée comprend alors la fusée et 'ensemble
de son carburant, éecté ou non. On supposera que le carburant brilé s’échappe de la fusée & une
vitesse v, constante, par rapport & la fusée (on pose, par convenance, que v, > 0. méme si le
carburant se dirige vers I'arriere de la fusée). On supposera que le mouvement est unidimensionnel.
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Soit m; la masse initiale de la fusée, avec tout son carburant, et m; sa masse finale, lorsque tout
le carburant a été brulé. Nous allons démontrer que si la fusée est initialement au repos. alors la
vitesse finale de la fusée est -
vy =vpln — (7.41)
- m
Pour démontrer cette relation, considérons la fusée a Uinstant ¢, ayant une vitesse v et une masse
m(t), fonction décroissante du temps (cette masse comprend le carburant non encore brulé). Au
bout dun temps df infinitésimal, la masse de la fusée sera m + dm (dm < 0), la fusée aura éjectée
une masse —dm de carburant et sa vitesse an temps f + df sera v + dv. Nous avons adopté la
convention que dm < 0 afin de pouvoir considérer dm comme la différentielle de la masse de la
fusée et non du carburant brilé. La conservation de I'impulsion pour U'ensemble du systéme (fusée
plus carburant) se lit alors

mv = (m+dm){v+dv) + (=dm)(v — vy) (7.42)
En négligeant dans cette équation les termes du denxieme ordre (dm dv), on trouve
dm e
0=mdv+vdm ou dv=-—-v,— (7.43)
m

En intéerant cette relation entre v = 0 et vg, on trouve

v " dm my PR
(1,{‘ =V = —0 — =1 ].ll_l |\{_ilil}|
f 0 0
Jo Jm, m m

ce qui est la relation cherchée. Notons que la vitesse finale de la fusée ne dépend que de la vitesse
d’échappement vy et du rapport des masses initiale et finale; elle ne dépend pas du tanx préeis
d’échappement. Pour maximiser v, on a donc intéret a éjecter le carburant a la plus grande vitesse
possible, sans toutefois avoir besoin de le faire le plus rapidement possible dans le temps.

Supposons maintenant que la fusée est dans un champ gravitationnel constant, comme lors d’un
déecollage & partir de la Terre. Limpulsion du systéme fusée-carburant n'est plus conservée, mais
change de —mgdt dans un temps dt, en supposant que la gravité tire vers le bas (direction négative
de I'axe). L'équation (7.42) doit alors étre modifiée de la facon suivante :

muv — mgdt = (m + dm)(v + dv) — dm{v — vy) (7.45)
Il s’ensuit que
dv dm .
m— = —1mg — Vy—— (7.46)
dt I ' '

Le deuxiéme terme de droite a la forme d'une force dirigée vers le haut (n’oublions pas que dm/dt <
0). On 'appelle force de poussée. (est une expression commode, mails en fait il ne s’agit pas d'une
force externe agissant sur un systeme bien défini. Il s’agit plutot de la réaction du carburant éjecté
sur le reste de la fusée. En isolant dv, on trouve

Yo

dv = —gdt — —dm (7.47)
m
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En intégrant entre les temps ¢ = 0 (instant du décollage) et le temps 7, auquel la fusée a une
vitesse vy, on trouve
: m; o R

vp=—gty+ vy ln — (7.48)
! : ey

On conclut de cette relation que, pour maximiser la vitesse finale de la fusée, il faut non seulement

maximiser la vitesse d’échappement du carburant, mais aussi le bruler le plus vite possible, car

plus 7, est grand, plus v, est petit. Pour que la fusée décolle, il faut aussi que la force de poussée

soit supérieure a la force de gravité:

dm
—Uy—— > ¢ (7.49)
e i ' '

Il peut étre tentant de chercher un court-cirenit & la démonstration ci-haut en appliquant la
deuxieme loi de Newton a la lettre sur un objet & masse variable :
d dm
F=—(mv)=ma+
dt

dt
Cependant. cette équation découle d'une manipulation formelle injustifiée et n’est pas wvalable,
meme si elle jouit dune ressemblance superficielle avee la relation correcte, qui serait plutot

v (7.50)

dm
0" 3.
Vodt

. . e e _ .,
ol v, est la vitesse d’éjection de la masse par rapport & l'objet et F est la force externe appliquée.
Cette dernicre relation est simplement une version vectorielle de la relation (7.46) on la force de
gravité a été remplacée par une force externe quelconque. La relation (7.51) est plus générale et
peut étre appliquée au cas d'un apport de masse comme au cas d'une diminution de la masse.

F=ma-—v

18. Rotation d’un corps rigide autour d’un axe fixe

18.1. Cinématique de rotation : vitesse et accélération
angulaires

On sait que le périmetre p d’un cercle de rayon r est p =27 r. Le périmetre est calculé

pour un angle total de 27 radians. Pour un arc de cercle d’angle € radians, la longueur de 1’arc
est simplement (via une regle de trois) : s =6 r. On appelle souvent s [’abscisse curviligne.

ﬂ=d Oxr
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On peut aussi considérer une variation d’angle A@ et lui associer une variation d’abscisse

curviligne, As :

On peut méme considérer une variation d’angle élémentaire d6 et lui associer une

variation élémentaire d’abscisse curviligne, ds :

ds =rxd@

En dérivant la derniere relation par rapport au temps, on obtient (on suppose le rayon

constant):

ds=rxdf — ﬁ=r><ﬁ
dt dt

. e _ .| . . o o
Traditionnellement, on nomme a)=d— = 0| vitesse angulaire (exprimée en général en
1

_ds _

= vitesse linéaire tangentielle (généralement mesurée en metres
1

.

radians par seconde), et |v

par seconde). Ou encore :

On définit ’accélération angulaire o comme étant la dérivée par rapport au temps de la

vitesse angulaire :

deo do d*6
= S d=—= 3 :0
dt dt dt

(o

44 2
On mesure généralement & en rad/s".

18.2. Accélérations radiale et tangentielle

Nous avons déja montré que (voir la section sur la cinématique):

On peut alors réécrire ces grandeurs de plusieurs manieres :
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v @t xrt
a, =—= =@ Xr
r r
dv d9 do
a=—=r0=r—=r—=rXao
dt dt dt

18.3. Cas particulier du mouvement de rotation a vitesse
angulaire constante

. . . de D . .
Si la vitesse angulaire est constante (@ = % =cte), cela signifie que le mobile fait un tour
t

complet avec une vitesse linéaire constante. En particulier, la vitesse angulaire moyenne est
constante et vaut simplement 27 radians divisés par le temps requis pour effectuer un tour
complet (la période est notée 7)) :

La quantité 1/T (exprimée en s~' ou Hz) est appelée fréquence v du mouvement de

rotation :

w=2rv

18.4. Cinématique de rotation a accéleration angulaire
constante
Ici, on suppose « =cte, alors :

do 0
azjzcte = wzj'adtza(t—to):at—mo
t

Ty

C’est-a-dire (si1’on note le terme constant @), ),

0=, +ot|

. do e
Mais @ =—, donc on peut effectuer une deuxieme intégration :

L N o B L,
0=""" = Q_J;wdt—.[(a)o+a't)dt—a)0(t—t0)+50((t —1y)

Iy
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6=6, +a)0t+%m2.

Dans le cadre de la cinématique de rotation a accélération angulaire constante, on peut
établir une troisieme relation fort utile. Nous avons :

0- o,
O=a,+at = t=

o
En injectant cette expression du temps dans la relation donnant &, on obtient enfin :

@ = +20(6-86,)

18.5. Transmission du mouvement de rotation, engrenages

Quand des engrenages ou un systtme de poulies se transmettent un mouvement de
rotation, la vitesse linéaire se conserve (par exemple, la chaine d’une bicyclette se déplace de la
méme longueur en tout point pourvu qu’elle soit inextensible).

Ainsi, pour deux engrenages ayant pour vitesses angulaires et rayons (@,,r,) et (@;,1;),

ona:
V, =@, XTI, =V, =W, X7

WD, Xty =Wy XTIy

ou

De cette maniere, on comprend pourquoi le grand plateau B d’une bicyclette communique

. . . . . s
une plus grande vitesse angulaire au pignon A (petit plateau), puisque 2 >1 et donc @, > @, :
rA
pour un tour complet du pédalier, la roue arriere fait plus d’un tour.

18.6. Energie cinétique de rotation et moment d’inertie

Soit un corps rigide constitué d’un ensemble de n points M; affectés des masses m,,
M,,m), (M,,m,), (M;,m;), ...,(M,,m, ). Sil’on fait tourner le corps autour d’un axe fixe

quelconque (avec la vitesse angulaire @), chaque point M; parcourt une trajectoire circulaire de
rayon r.
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el

.
— . Il

-
-

7

L . 1
L’énergie cinétique d’un point M; vaut : E_ = Eme

Mais,
. \%
Vi, o=—
v,
1
Donc,
1
E. =—lelz =—m, X @ ><1;.2 =—mr’w
2

Pour I’ensemble des points du corps, nous avons,

Ectot = ZEci = Z%mir;‘za)z :%(Zml’/;zjwz

l

ctot

E :llaf
2

Avec,

1= mr’
i

On appelle I le moment d’inertie du corps relativement a 1’axe de rotation choisi.

18.7. Moment d’inertie d’un corps rigide : interprétation

Il existe un parallele flagrant entre ces deux expressions de 1’énergie cinétique :
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Eczlsz et EC:lla)z
2 2

Cette analogie nous conduit a considérer le moment d’inertie comme un équivalent de la
masse dans le cas du mouvement de rotation.

Cette identification étant faite, on comprend alors pourquoi un corps ayant un grand
moment d’inertie s’oppose beaucoup a une variation de vitesse angulaire, ¢ =dw/dt . En
d’autres termes, il est difficile de lui communiquer un mouvement de rotation s’il est initialement
au repos. En effet, tout se passe comme la masse ordinaire dont on sait qu’elle s’oppose a une
variation de la vitesse linéaire, dv/dt .

Remarquons également que le moment d’inertie dépend de I’axe de rotation choisi. Selon
I’axe de rotation choisi on a différentes valeurs pour r,, et donc différentes valeurs possibles pour

le moment d’inertie final. C’est ce qui fait que tenir un marteau par le manche le rend plus
performant pour enfoncer un clou que de le tenir par sa partie massive métallique. Tenir le
marteau par le manche donne lieu a un plus grand moment d’inertie que de le tenir par la téte.
Ainsi, en le tenant par le manche, lorsqu’on lui communique un mouvement de rotation qui ira
terminer sa course sur un clou, le clou sera moins capable de pouvoir résister a 1’inertie du
marteau et s’enfoncera donc plus efficacement !

18.8. Moment d’inertie des distributions continues de
matiere

Si la masse n’est plus répartie de fagon discrete mais de fagon continue, la somme discrete
doit étre remplacée par une intégrale :

I=Zml.r[2 - I= I r’dm

corps

18.9. Corps en rotation et translation simultanées

Si le corps est lui-méme globalement en mouvement de translation en plus du mouvement
de rotation, on a :

1 1 1
E..= ngivzvzzi/o = EMVGZ/O + Zamivﬂi/G

1 1 1
E..= ngivzvzzi/o ZEMVGZ/O +§Icw2

i
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Ou I, est le moment d’inertie du corps calculé par rapport a un axe passant par le centre
de masse (car dans I’expression précédente la vitesse de chaque point M; était justement relative

au centre de masse Q).

18.10. Theoreme de Huygens ou des axes paralleles

En pratique, il est souvent simple de calculer un moment d’inertie par rapport a un axe
passant par le centre de masse G, I;. Pour calculer le moment d’inertie / par rapport a un autre

axe parallele au premier et situé a la distance &, on peut alors appliquer le théoreme d’Huygens :

=1, + MK’

ou M est la masse totale du corps.
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’
0
Démonstration :
Nous avons,
| |
E..= ngiVMi/O =-MV;,, +§Icw
Mais,
W= VG/O
h
Donc,
_ 1 2 1 5 1 2,0 1 2
Ectot _EMVG/O +§IGCU —EMCO h +§IG(0

E, =<MW +lIGa)2 :l(Mhz +1;) @
2 2 2

ctot

De cette derniere relation on déduit évidemment le nouveau moment d’inertie,

=1, + MK’

18.11. Conservation de I'’énergie mécanique incluant
I’énergie de rotation

Si un corps en rotation est sous 1’action de forces conservatives, le théoreme de 1’énergie
mécanique s’applique et cette derniere se conserve. Outre I’énergie potentielle (qui dépend des
forces conservatives en jeu), il faut tenir compte de 1’énergie cinétique qui se compose de deux
parties : une partie associée au mouvement de translation du centre de masse, et une partie
associée a la rotation :
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1 1
E.. ZEMV02/0 +§IG(02
Donc,
1
E,=E, +E, =—MV;,+—1,0° +E, =cte

18.12.  Moment de force*?

Soit une force F appliquée en un point M. Relativement 2 une origine O, le moment de
F par rapport 2 O est par définition le vecteur :

i=0OMxF

Dans la figure ci-dessous, le vecteur T = OM xF est perpendiculaire au plan de la feuille
et s’éloigne de vous.

18.13. Dynamique de rotation autour d’un axe fixe

Nous avons le résultat général suivant :
T=lo

Remarque : le sens que nous pouvons donner a cette relation est le suivant. Puisque le
moment d’inertie est analogue a la masse, 7=/« est ’analogue du PFD dans le cas du
mouvement de rotation. En effet, T s’apparente a une force, et & a une accélération. Ainsi, le PFD

> En Anglais : rorque.
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dans le cadre d’un mouvement de rotation est obtenu pourvu qu’a la force on associe le moment
de cette force, et qu’a I’accélération classique on associe 1’accélération angulaire.

Démonstration :

Imaginons un solide en rotation accélérée. Puisqu’un tel corps est solide, cela signifie que
nous devons le penser indéformable. Puisqu’il est indéformable 1’accélération centripete en tout
point du solide est toujours compensée par une accélération centrifuge, de telle sorte que la seule

accélération pertinente est 1’accélération tangentielle.

Considérons une force F., orthogonale au vecteur position ¥ = OM;. Cette force est

responsable du mouvement de rotation du corps en une petite région du solide.

Dans cette petite région de masse m,, nous avons,

!

|

=ma,
XF. =F, xma

i

=3

Puisque E est orthogonale a r, = OM,, le terme en sinus du produit vectoriel est égal a

un. Nous pouvons donc considérer la précédente relation en purs termes scalaires :

Mais,

Donc,
2

Si nous considérons I’ensemble des points du corps, le moment global est :
T= ZTz = zmir;'za
T= (z m.r’ j o

=10

18.14. Vecteur de rotation instantané

Pour un mouvement de rotation de vitesse angulaire @, on peut définir un vecteur rotation

instantané ® ayant les deux propriétés suivantes :
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¢ ® améme direction que I’axe de rotation.

Avec ces conditions, de maniere compacte, pour un point M tournant autour d’un point O
passant par 1I’axe de rotation, on peut écrire (pourvu que 1’on demande a @ d’avoir pour sens le
sens donné par la regle des trois doigts ou du tire-bouchon):

—_—

dOM —

V= =ox0
dt

Notons que la représentation de la rotation de M a 1’aide d’un produit vectoriel est
completement justifiée puisque le rayon de la trajectoire circulaire suivie par M vaut OM sin 8

avec @ I’angle entre le vecteur OM et 1’axe de rotation (parallele par convention a @ ).

18.15.  Force d’inertie de Coriolis?®

La force centrifuge ne dépend pas de la vitesse d’une particule (de masse m) par rapport a
un référentiel tournant non-inertiel. En fait, on suppose carrément que la particule ne bouge pas
par rapport au référentiel tournant pour introduire la notion de force centrifuge.

Quand la particule se déplace par rapport au référentiel tournant selon une vitesse v',
une autre force d’inertie se manifeste : la force de Coriolis.

On peut en effet montrer que si le référentiel non inertiel tourne selon un vecteur rotation
®, alors il existe une accélération supplémentaire dite de Coriolis,

* Gaspard Coriolis (Paris 1792 - Paris 1843): Physicien frangais. Il a mis en évidence la force de déviation
due a la rotation d'un repere (la Terre, par exemple) et s'exercant sur les corps en mouvement a la surface
de celui-ci.
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a =20xV'

c

et une force d’inertie associée, la force de Coriolis,

—

F =-ma, =-2moxv'

c

18.15.1. Justification intuitive

Ce qui suit n’est pas une démonstration complete ou rigoureuse mais devrait vous
convaincre de la justesse de la notion de force de Coriolis. Une démonstration rigoureuse est
donnée plus loin.

Soit un référentiel tournant non-inertiel R' (par exemple un tourne-disque ou un manege).
Ce référentiel tourne relativement a un référentiel inertiel fixe que I’on nomme R (le support du
tourne-disque par exemple ou bien le sol dans le cas du manege). Dans la figure suivante, le
vecteur @ est perpendiculaire au plan de la feuille et est dirigé vers vous.

Dans la partie de gauche, on imagine un point M animé de la vitesse V' par rapport au
tourne-disque. Ce point M se déplace le long d’un rayon du disque. At secondes plus tard (partie
de droite), ce point M s’est déplacé de manicre rectiligne et uniforme dans R mais, dans R', le
mouvement apparait accéléré et la particule semble déviée vers la droite (on a fait le dessin en
faisant comme si le point P de référence était immobile).

Trajectoire apparente de M dans '
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En fait, au bout de At secondes, le point M semble avoir parcouru la distance s le long du
périmetre du disque de rayon R. Supposons At petit. Dans ce cas, on peut dire que 1’accélération
a_qui anime le point M dans R'est quasi-constante et,

1
s = —aCAzf2
2
D’autre part,
s = (a)R)At
D’ou,
—a,At* =(wR) At
a, = 2605
At
Mais,
., R
V'=—
At
D’ou,
a, =20xvy'

Le résultat précédent est sous forme scalaire, mais nous admettons pour I’instant
I’expression vectorielle donnée au début de la section.

Ensuite, de la méme maniere que pour expliciter la force centrifuge, une force de Coriolis
est naturellement associée a 1’accélération de Coriolis a, =20 x v' : il suffit de multiplier a_par

la masse de la particule puis de prendre le vecteur opposé pour obtenir 1’expression générale de la
force d’inertie de Coriolis, F, =—ma, = —2m@x V'
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18.15.2. Référentiel tournant
Considérons maintenant un référentiel touwrnant S,, dont l'origine coincide en tout temps avec celle
d'un rétérentiel inertiel S; mais dont les axes sont en rotation uniforme par rapport a ceux de S,.
Désignons par {X,¥.Zz} les vecteurs de base du référentiel S; et par {X',¥',2'} ceux du référentiel
towrnant S,.. Le référentiel tonrnant est caractérisé par un vecteur de vitesse angulaire w, constant
en grandeur et en direction. Selon la relation (9.28), la dérivée temporelle des vecteurs de base
{5(".5-’!.2"} est
dx’ dy’ d

z!
— =wAX — =wAY¥ — =wANZ (10.8)
df dt ) dt

Un vecteur quelconque B peut etre déerit dans les deux reperes comme

B=Bx+DBy+DB.z2

It It Faf |:J_[]U:I
=BX + By + B2

Sa dérivée par rapport au temps est

(‘l—B) — Bx+B,y+B.2

= BR 4+ By + B2 +BX +By + B3

1B (10.10)
— (L) toABK+By +B7)

dt ) : y :
— (d_B) _|_ w N B

dt .

Le premier terme n'est autre que la dérivée temporelle de B telle que mesurée dans le référentiel
tournant, alors que le membre de gauche est cette méme dérivée, mesurée dans le référentiel fixe.

On éerit done
dB dB L wAB (10.11)
— w A (10.11)
dt /. dt . ’ ’

En particulier, si B = r (la position d'un objet). cette formule nous permet de comparer les vitesses
du méme objet dans les deux référentiels :

V;=V,+wAT (10.12)

Le but de cet exercice est de comparer les accélérations d'un objet mesurées dans les deux
référentiels. Pour ce faire, il faut appliquer le relation (10.11) deux fois de suite :

({l-‘r"—j)
El_l,- =

dt

= ( {Tlf [V, +w A 1‘])i
lv,
dt

{ (10.13)
L =

= (—) +w AV (w est constant)
i
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dv ) g
= ( ’ ) F+whAv, +wh (v, +wAhr)
;

Ce qui donne finalement

a=a +2whv, +wh(wAhr) (10.14)

Selon notre définition a;, = a, + a; de 'accélération du référentiel, on trouve
ag=2wAV,+wh(wAhr) (10.15)

et la force d'inertie F|, ressentie dans le référentiel tournant est alors

F

g = —2mw AV = mw A {w Ar) (10.16)

18.15.2.1. Force centrifuge

Le deuxiéme terme de (10.16) est appelé force centrifuge:

F('l'ul. = —mw A '(-rw' AN I'::l |: J_”J_TI
Cette force d’inertie ne dépend que de la distance entre l'objet et I'axe de rotation. En effet,
décomposons r en composantes parallele et perpendiculaire 4 w :r =71 4+1r,. Comme w-r, =0

et w Ar, =0, on trouve, d’aprés 'expression (1.14) du double produit vectoriel,

—mw A (WAT)=—mw (wAr )
= m {u‘r_ —(w-r| ;w} (10.18)
2
= mwr,

La grandeur » du vecteur r| est la distance entre le point r et 'axe de rotation du référentiel.

Silobjet est stationnaire dans S, c'est-a-dirtesiv, = 0, alors v. = w Ar = wAr, ou, en grandeur,
J T 1 ? (=]

U; = Wr (10.19)

2
de sorte que la grandeur de la foree centrifuge peut s’exprimer aussi comme
2
mu;

= (v, =0) (10.20)
=

cent.

Il est bien important de distinguer les épithétes centrifuge et centripéte. Techniquement, une
force est qualifiée de centripéte si elle est dirigée vers le centre d'un cercle et une telle force est
généralement réelle. Par contre, la force centrifuge est une force d’inertie qui n’a de sens que dans
un référentiel tournant et est dirigée vers Uextérieur, par rapport a 'axe de rotation du référentiel.
Un exemple de la vie courante nous aidera & mieux distingner les deux. Considérons une automobile
en virage, décrivant un arc de cercle de rayon R & une vitesse v. Du point de vue d'un référentiel
inertiel, un passager de cette automobile est done en trajectoire circulaire et son aceélération a est
dirigée vers le centre du cercle et sa grandeur est a = v?/R. La force qui maintient le passager sur
cette trajectoire est principalement exercée par la portiere droite et la banquette de 'automobile;
cette force est réelle et peut étre qualifiée de centripete. Placons-nous maintenant dans le référentiel
{accéléréd) de 'automobile. Le passager est stationnaire dans ce référentiel et la force totale (réelle
+ fictive) agissant sur lui est done nulle. La force réelle est la force centripéte déerite plus haut.
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2y

La forece d’inertie est la force centrifuge, de grandeur v=/R et dirigée vers 'extérieur, exactement
opposée a la force centripete. Remarquons que le passager affirmera tout naturellement ressentir
la force centrifuge, pour la méme raison qu'il affirme ressentir la force de gravité : localement, les
deux forces ont le meéme type d'effet, d’apres le principe d’équivalence. Cependant, comme dans le
cas de la sensation de pesanteur mentionné plus haut, ¢’est plutot la force exercée par la portiere
et la banguette qui est ressentie par le passager (au sens physiologique du terme) et non la force
centrifuge. La sensation de poussée est un phénomene bien réel, alors que la force centrifuge est un
concept inventé de toute piece afin d’appliquer la deuxieme loi de Newton dans des circonstances
illicites (un référentiel non inertiel).

18.15.2.2. Force de Coriolis

Le premier terme de (10.16) est appelé force de Coriolis:
Fe,, = —2mw A v, (10.21)
et ne dépend que de la vitesse mesurée dans le référentiel tournant.

La Terre constitue un exemple particulierement intéressant de référentiel tournant ot la force de
Coriolis se révele entre autres dans les systemes climatiques. A un endroit donné sur la Terre,
la vitesse angulaire se décompose en composantes horizontale et verticale : w = w, + wy,, ol

|w,

= wsin A (A est la latitude). La foree de Coriolis se décompose de maniére similaire :

Fe,, = —2mw, A v, — 2mw; AV, (10.22)

Si v, est parallele a la surface de la Terre, le deuxieme terme est forcément vertical et n'apporte
quune faible contribution a la gravité apparente i cet endroit. Le premier terme est cependant
parallele & la surface et a un effet important sur le déplacement des masses d’air : voir a cet effet
la section suivante.

Quant 2 la foree centrifuge associée a la rotation de la Terre, on ne peut la distinguer localement de
la force de gravité réelle exercée par la Terre, conformément au principe d’équivalence. Le caleul de
la contribution de la force centrifuge a la gravité ressentie a la surface dune planete sphérique est
l'objet de 'exercice 10.6. On désigne par champ de pesanteur la somme du champ gravitationnel
réel g et et de —ay (la force centrifuge divisée par la masse) :

Bpes. = & — Ay (10.23)

C’est dans la divection de g . que pointe un fil a plomb. La contribution de la force centrifuge
au champ de pesanteur est la plus grande a 'équateur, mais ne vaut qu'environ 0.3% du champ

oravitationnel.
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Figure 10.1. La force de Coriolis s’exercant sur un objet qui se dirige vers le nord est dirigée vers 'est
dans I'hémisphére nord et vers l'ouest dans 'hémisphere sud.

18.15.3. Force de Coriolis et systemes climatiques

(est en météorologie quon trouve les applications les plus importantes de la force de Coriolis.
Expliquons premiérement comment cette effet explique la direction des vents dominants. La fig-
ure 10.2 illustre une coupe de I'atmosphére terrestre, ainsi que la direction dominante des masses
d’air. La différence de température entre la surface de la Terre et la haute atmosphére canse un
mouvement de convection de 'air qui s’organise en six cellules de conveetion appelées cellules de
Hadley. Les masses d’air de la basse atmosphére ont done un mouvement naturel dirigé vers le nord,
a nos latitudes (457). Cependant, la force de Coriolis dévie ce mouvement vers I'est, produisant
un vent d’ouest (c¢’est-a-dire en provenance de 'ouest) : ce sont les vents dominants tempérés de
l'ouest. Sous les tropiques, les vents dominants (les alizés) sont de l'est, comme pres des poles.
Remarquez que la direction des vents dominants est la méme dans les deux hémispheres, car les
directions des courant de convection dans les deux hémispheéres sont opposées. Ainsi, an XVIlle
siecle, les navires effectuant le commerce triangulaire entre la France, les Antilles et le Canada
pouvaient profiter des alizés pour traverser I'Atlantique vers les Antilles et des vents tempérés de
I'ouest pour passer de la Nouvelle-France vers la Métropole.

La force de Coriolis explique aussi la formation des cyelones et des anticyelones. Lorsque air afflue
vers un centre de basse pression, sa vitesse initiale, dirigée vers le centre, est modifide par la foree
de Coriolis de sorte que le flot de l'air forme un tourbillon antihoraire (dans I'hémisphere nord).

Voir la figure 10.3a. Dans 'hémisphere sud. le tourbillon est dans I'autre sens. Si la zone de haute
pression est au centre, la direction des tourbillons est inversée.
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polaires de I'est v
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Figure 10.2. Explication de la directions des vents dominants par la force de Coriolis,
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(a) '

Figure 10.3.

Formation des cvelones expliquée par la force de Coriolis.

18.16. Equilibre statique (solide & particule)

Pour qu’une particule soit en équilibre, il faut et il suffit que la somme des forces

appliquées soit nulle. Dans ce cas, soit la particule est immobile, soit elle poursuit un mouvement
rectiligne et uniforme.

Dans le cas d’un solide, une somme des forces nulle ne garantit pas qu’il y ait équilibre :
en fait il faut que la somme des moments des forces soit nulle.

Un corps solide est en équilibre si Z T, = Zf; xF, =0

18.17. Vecteur moment cinétique

Par définition, le moment cinétique 0 est le moment de la quantité de mouvement

— —_—

! =0OMXp =rxmv

18.18. Dynamique de rotation et conservation du
moment cinétique

Dans un référentiel inertiel, nous avons le résultat général suivant :
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dl . =
E:rXZE

De plus, si la somme des forces est nulle ou si le moment de la somme des forces est nul
(si les forces sont centrales par exemple !) alors le moment cinétique est constant, i.e. se
conserve.

Démonstration :

Nous avons,
! =FXmv

Dérivons cette expression par rapport au temps,

d? d,. . df _ _ dmv)
— (FXmV) =—xmvV+Fx
dt dt dt dt
di__ . d(my)
=VXmvV+rxX
dr dt

Mais VxmV =0 (produit vectoriel de deux vecteurs colinéaires) donc,
drt ><d(mv) S dp XZF

2T ¢
dt dt
Y L
—=rX » F
dt z '
Si la somme des forces est nulle ou si le moment de la somme des forces est nul alors,
di L .

xS F =0 = 7/=cte
dt z

18.19. Dimension du moment cinétique, analogie avec
la quantité de mouvement

Puisque ¢/ =rXxmv, la dimension du moment cinétique est celle d’une longueur par celle
d’une quantité de mouvement. Si ¥ et mv sont orthogonaux on a :

H?H=€= FXmy=rxmxor=mr’o=I1w

Ainsi le moment cinétique est homogene au produit d’'un moment d’inertie par une vitesse
angulaire.

Nous savons déja que I’analogue de la masse dans un mouvement de rotation est le
moment d’inertie. Puisque également 1’analogue de la vitesse linéaire est la vitesse angulaire,
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alors le moment cinétique est un analogue de la quantité de mouvement pour un mouvement de
rotation :

"f:]a)" H "p:mv"
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