Concours d’entrée FESIC 2004

EXERCICE 1
Le plan complexe est rapporté au repere orthonormal (O, o, v').
On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives a, b, c et d:

a=—2-—2i : b=2 : c=2+4i ; d=—2+2i
a. ABCD est un parallélogramme.

T
b. Le point E, image de C par la rotation de centre B et d’angle —5 est

un point de I'axe des abscisses.
c. Soient f = 6i — 4 et F le point d’affixe f.
Le triangle CDF est rectangle et isocele en D.
d. Soient g = —2i et G le point d’affixe g.
Le triangle CDG est rectangle et isocele en D.

EXERCICE 2

Le plan complexe est rapporté au repere orthonormal (O, o, v').

a. La partie réelle de (1 + 2i)° est 41.

b. On considere trois points quelconques A, B et C du plan d’affixes
respectives a, b et c.

L’écriture (b — ¢) = i(a — ¢) caractérise une homothétie de centre C et de
rapport i.

c. (141)%Y est réel.

d. L’équation z* — 1 = 0 possede quatre solutions distinctes dans C.

EXERCICE 3

Le plan complexe est rapporté au repere orthonormal (O, o, ).
Soient A le point d’affixe a =1 —1i et B le point d’affixe b = 2i — 3.
A tout point M d’affixe z, z # b, on associe le point M’ d’affixe

z—1+i1
Cz+3-20
a. L’ensemble des points M d’affixe z tels que Z soit réel est le segment
[AB].
b. Pour tout z différent de —3 + 2i et de —3 — 2i, on obtient la forme
(z—1+i)(z+3+21)

(z+3—=2i)(z+3+2i
c. L’ensemble des points M d’affixe z tels que M’ soit un point de I'axe

algébrique de Z par le calcul:

1 25
des ordonnées est le cercle d’équation (z+1)*+ <y - 5) = sauf le point

z—14+1 )
=1 (on admet l'existence

d. Soit zy une solution de I'équation ———— =
0 d 13—

d’une telle solution).
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Le point My d’affixe 2y est un point de la médiatrice de [AB].

EXERCICE 4
Soit f la fonction définie sur R par:

e’ si <0
cosx,si x>0

fx) =

On appelle Cy sa représentation graphique dans un repere du plan. Soit I'
la représentation graphique de la fonction exponentielle (z — e*) dans le
meme repere.

a. Dans la portion du plan correspondant aux points d’abscisses négatives,
C; est I'image de I' par la symétrie axiale dont I’axe de symétrie est I’axe des
abscisses.

b. f est continue en 0.

c. f est dérivable en 0.

d. L’équation f(x) = 0 possede une et une seule solution dans l'intervalle
| — o0 7.

EXERCICE 5

On donne ci-dessous la représentation graphique de trois courbes Cq, Co
et C3. L'une d’elles est la représentation d’une fonction, les deux autres sont
les représentations de deux de ses primitives. On note:
e fi la fonction représentée par Cy ;
e f5 la fonction représentée par Cs;
e f3 la fonction représentée par Cs;
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a. fi est une primitive de f.
b. f3 est la dérivée de f;.
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c. On considere la surface plane limitée par la courbe Cs, 'axe des abs-
cisses, I'axe des ordonnées et la droite d’équation x = —1. L’aire, en unités
d’aire, de cette surface est fo(—1).

d. Soit x € R. Soient M; le point de C; d’abscisse x et M, le point de Cy
de méme abscisse.

La distance M; M5 est constante.

EXERCICE 6
On donne ci-dessous la représentation graphique de deux courbes C; et

Co.

e (; représente une fonction f dérivable sur R ;

e (, représente la fonction f’, dérivée de f.

On appelle f” la fonction dérivée seconde de f, c’est-a-dire la dérivée de f’.
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a. Toute primitive de f est croissante sur [-1; 6].

b. La courbe représentant la fonction f” passe par le point de coordonnées
(0; 0).

c. La fonction f” s’annule trois fois sur [—1 ; 6.

d. On considere la surface plane limitée par la courbe Cs, I'axe des abs-
cisses, l'axe des ordonnées et la droite d’équation = = 1.

L’aire de cette surface est égale a celle d’un carré unité.

EXERCICE 7
a. Soit f la fonction définie sur R * par:
f(z) = z[sin(Inz) — cos(Inx)].

La dérivée f" de f est la fonction définie sur Rx par: f/'(x) = 2sin(Inz).
b. 7In(v2+1)+2In (34 v2) —In (114 6v2) + 7In (v2 - 1) = 0.

1 1
C. / tanz dx = =In 2.
0 2

¢ lnzx
d. — =4 —2y/edx.
v

EXERCICE 8
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Soient f et g les fonctions définies respectivement sur R par:

@)=t e glo)= [ swar

a. L’'image de R par f est |0 ; 1].

b. Pour tout z € R, 0 < g(z) < 2 — z.

c. Dans un repere du plan et pour zo € R, g(xg) représente 'aire de la
surface plane limitée par la courbe représentative de f, I’axe des abscisses et
les droites d’équation =z = g et z = 3.

d. g est dérivable sur R et, pour tout z € R, ¢'(x) = f (z*) — f(x).

EXERCICE 9

Soient I € R et (uy), oy une suite réelle a termes tous strictement positifs.
Pour les items a., b. et c., on suppose que (uy), .y converge vers [.

a. [ est strictement positif.

b. Il existe n € N tel que [ soit une valeur approchée de u,, a 1073 pres.

c. La suite (Inuy), oy, converge vers Inl.

d. On suppose dans cette question que la suite (uy), oy vérifie, pour n €
N ' w1 =Ilnu, et que ug > .

On ne suppose pas que la suite (uy), .y converge.

La suite (u,), oy est décroissante.

EXERCICE 10
On considere la suite complexe (2,), .y définie par: zy = 1 et, pour tout

141

neN z,.1= Zn.-

Pour n € N, on appelle M, le point d’affixe z,, dans le plan complexe d’origine
O.
1
a. La suite (|2,]),cy est une suite géométrique de raison —.

b. Quel que soit n € N, les triangles OM,, M, ., sont rectangles.
c. M, appartient a ’axe des abscisses si et seulement si n est un multiple
de 4.

d. Pour tout n e N, 2z, =

ei

=

S

(V2)"
EXERCICE 11

Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O, 7", 7).
On considere, dans ce repere, les points A(1 ; — 1), B(5; 3) et I milieu de
[AB].
Soit (Gh),en
L GO = O,
e Pourn € N, G, estle barycentre du systeme {(G,, ; 2); (A; 1); (B; 1)}.
Pour n € N, on appelle (z,, ; y,) les coordonnées de G,,.

a. Gy, Gy et G3 sont alignés.

b. Quel que soit n € N, G4 est 'image de G, par I'homothétie de
centre I et de rapport 2.

la suite de points définie par:
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c. La suite (uy), oy définie pour n € N par u, = z, — 3, est une suite

géométrique de premier terme -3 et de raison —.

d. Pour tout n e N, =z, =3 (1—%).
EXERCICE 12

On considere une droite graduée A d’origine O.
On considere la suite de points (G,),,oy définie ainsi:
e (g a pour abscisse 0 et,
e pourtoutn € N, G, est le barycentre du systeme {(G,, ; 2) ; (H, ; 3)};
et la suite de points (H,),, .y définie ainsi:
e Hj; a pour abscisse 1 et,
e pourtoutn € N,  H, est le barycentre du systeme {(G,, ; 3) ; (H, ; 2)}.
On appelle respectivement (gy), oy €t (An), ey les suites obtenues en notant,
pour tout n € N, g, 'abscisse de G,, et h,, I'abscisse de H,,.

a. La suite (g, — hy),cy €st une suite géométrique de raison Tl

b. La suite (g, + hy),,cy €st une suite constante.

c. Les deux suites (gn),cn €t (fn), ey convergent vers la méme limite.

d. Les suites (g,),cy €t (An),cn sont adjacentes.

EXERCICE 13

Une urne contient 3 boules: une bleue, une verte et une rouge.
Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
On effectue n tirages successifs d'une boule, avec remise intermédiaire.
On suppose les tirages équiprobables et indépendants et on appelle p la pro-
babilité associée a cette expérience.
On définit de plus les évenements suivants:
e On appelle A,, 'évenement : « Les n — 1 premiers tirages ont donné la
meme boule et la n-ieme boule tirée est différente des précédentes » ;
e Lorsque k est un entier compris entre 1 et n, on appelle By, Vi et Ry
les évenements respectivement associes au tirage d’'une boule bleue, verte ou
rouge lors du k-ieme tirage.

a. p(Bl HE) = 1—p(V1 ﬂVg) —p(R1 HE)

b. p(Az) = 3
2
c. Pour tout entier n > 2, on a: p(4,) = T
1
d. lim [p(Az) +p(Ag) +.. +p(An)] = 3

EXERCICE 14

La durée de vie d’'un moteur est de 5 ans et suit une loi exponentielle de
parametre \.
On utilisera, pour les calculs, I'approximation In2 = 0,7.

a. La densité de probabilité associée a cette loi est la fonction f définie
sur R telle que:
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o f(t1)=0sit&[0; 5] et

o f(t)=5e"'site0; 5l

b. On suppose que 50 % des clients ont été dépannés durant la garantie.
La durée de cette garantie est de 3 ans et demi environ.

c. On considere un lot de 10 moteurs fonctionnant de manieres indépendantes
et on appelle X le nombre de moteurs qui n’ont pas de panne pendant les
deux premieres années.

La probabilité d’avoir X > 1 est p(X > 1) = e~

d. On considere a nouveau un lot de 10 moteurs fonctionnant de manieres
indépendantes et on appelle X de la méme facon qu’au c., le nombre de
moteurs qui n’ont pas de panne pendant les deux premieres années.

L'espérance de la variable aléatoire X est E(X) = 10e5 .

EXERCICE 15

On considere le prisme ABCDEF ci-dessous.
Sur ce prisme, I est le milieu de [AB], J est le milieu de [BE], et ABED et
ADFC sont des carrés.

A

Pour n € N, on appelle G,, le barycentre du systeme {(A; 1); (B; 1); (E; 1); (D; n)}.
(On notera que G, existe quel que soit n € N, puisque 1 +1+1+n #0.)

a. Le plan (IJF) est I’ensemble des points M(z ; y ; z) tels que: 2z —
+32—1=0.

b. La droite A passant par D et orthogonale au plan (IJF) est I'ensemble
des points M(x ; y ; z) tels que:

r = 1+k

y = é_k,oflkER.
= -k

- 2

c. Gy appartient au segment [BD].



Concours FESIC 2004

d. Soit n € N. L’ensemble des points M tels que HMA + MB + ME + nMDH =

n + 3 est la droite (BD).

EXERCICE 16

On considere le cube ABCDEFGH ci-dessous, ou I est le milieu de [EF]
et J est le centre de la face ADHE.
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On rapporte 'espace au repere (A ; AB, AD, AE).
a. L’ensemble des points M(z ; y ; z) tels que y = —x + 1 est le plan

(DBH).

b. Le plan (AIG) est 'ensemble des points M (z ; y ; z) tels que: 2z —

y—z=0.

c. La droite (BJ) est orthogonale au plan (AIG).
d. La distance, en unités de repere, de B au plan (AIG) est 2.



