INTEGRALES

Intégrale d'une fonction continue

Fonctions continues positives

Le plan est muni du repére orthonormal (O,i,]). L'unité d'aire
1 (en abrégé u.a) est donnée par l'aire du rectangle OIKJ avec
61 1(1,0), J(1,0) et K(1,1).
Soit f'une fonction continue et positive sur [a ; b] (avec a<b).
On appelle intégrale de a a b de la fonction f 1'aire du domaine
limité par la courbe représentative de f, I'axe des abscisses et les

droites d'équations x=a et x=b.
b

Ce nombre est noté f f(x)dx.

a

T
lire somme de a a b de f(x) dx.
a et b sont les bornes de I'intégrale.
le domaine mesuré est appelé domaine associé a f'sur [a ; b]

la lettre x est une variable muette, elle peut étre remplacée par n'importe quelle autre lettre; on
b b

a ainsi f f (X)dx=f f(t)dt=f f(u)du.

a
N
Exemples K
Si k est une constante positive, le domaine associ¢ a la fonction 1
Ax) =k sur [a,b] est un rectangle de largeur b-a et de hauteur £, ]
b i
donc | kdx=k(b—a). :
a ] a? 4 h b

Soit fla fonction définie sur [-1;1] par f (x)=11—x". Sa courbe représentative est un

demi-cercle de rayon 1. On en déduit que
1

1-xdx=2 /l\
[imdacy L

Valeur moyenne d'une fonction continue positive

Soit fune fonction continue et positive sur [a ; b] (avec a <b).
b

La valeur moyenne de f'sur [a ; b] est le réel u =éf f (x)dx.
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Remarque
b

f f (x)dx=pu(b—a)= f pdx; p et b—asontles dimensions d'un rectangle qui a la méme aire
a

que le domaine associé a f'sur [a ; b].

Extension aux fonctions de signe quelconque

Si f'est une fonction continue négative sur [a ; b], on appelle intégrale de a a b de f 1'opposé
de l'aire du domaine limité par la courbe représentative de £, I'axe des abscisses et les droites

d'équations x=a et x=b.
Si f'est une fonction continue qui change de signe sur [a ; b], on décompose [a ; b] en

intervalles sur lesquels la fonction f/ a un signe constant et on appelle intégrale de a a b de f

la somme des intégrales de f'sur ces intervalles.

Inversion des bornes

Soit fune fonction continue sur un intervalle / contenant les réels a et b, avec a < b.

a b
On pose f f(X)dX=—f f (x)dx
b a

Remarque

Onaff )dx=0.

Propriétés de l'intégrale

Relation de Chasles

Soit fune fonction continue sur un intervalle I contenant les réels a, b et c. Alors :

f f(x)dx+} f(x)dx=} f (x)dx

Linéarité
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I contenant a et b, et soit k un réel.

Alorsf X)+g(x dxjf dx+fg dxetjkf ) dx= kff

Inégalités

Soient f'et g deux fonctions continues sur [a ; b] avec a < b.



b

Positivité : si fest positive sur [a ; b], alors f f (x)dx=>0.
a

b
Intégration d'une inégalité : si f(x) < g(x), alors f f (x)dx< f g(x
<

Inégalités de la moyenne : si pour tout x de [a ; b], m < f(x) < M, alors

m(b— a<ff )Jdx<M (b—a) .

Sipestla Valeur moyenne de f,onam < u < M.

Primitive d'une fonction

Notion de primitive

Soit fune fonction définie sur un intervalle I de IR. On appelle primitive de f'sur I toute
fonction F dérivable sur I telle que pour tout x de I : F'(x) = f(x).

Exemple
La fonction x? est une primitive de 2x car (x?)' = 2x. Les fonctions x*+5 ou x>-3 sont d'autres
primitives de 2x.

Propriétés

Soit fune fonction admettant une primitive F sur un intervalle I, alors :

- pour tout réel k, la fonction G définie par G(x)=F(x)+k est une primitive de f'sur I

- toute primitive de fest du type F(x)+k.

Soit fune fonction admettant des primitives sur un intervalle I.

Soit xo un réel de I et y, un réel quelconque.

Il existe une unique primitive F de f'sur / vérifiant la condition initiale y, = F(Xo).
Exemple

Déterminer la primitive F de x+3 qui s'annule pour x=2.
2

Une primitive de x+3 est X7+3x .Onadonc F(x)= X7+ 3x+ k. Comme F(2)=0, on en déduit

2 2
que : 27—0—3><2+k=0,soit8+k=Oetdonck=-8. Ainsi F(x)=%+3x—8.

Intégrale et primitive

Soit fune fonction continue sur un intervalle I, et a un réel de I.

La fonction F définie sur I par F ( f f (t)dt estune primitive de f; c'est I'unique

primitive qui s'annule en a.

On en déduit le théoréme fondamental du calcul intégral :
Soit fune fonction continue sur un intervalle I contenant a et b, admettant /' comme
primitive.

On a alors : f f(t)dt=F(b)—F(a).

Notation : la différence F(b) - F(a) peut se noter [F (x)]2

a *
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Exemple
4

Calculer f (x+2)dx.
-2
2

Comme la fonction F’ définie par F (X)=XE+ 2X est une primitive de x+2, on a

4 2 4
[ (x+2)dx=F (4)-F(-2)= X?+2x =16—(—2)=18
_2 -2
Tableau de primitives
Fonctions usuelles
fonction primitive intervalle
a (constante) ax R
Xn Xn+1 IR
(n entier relatif différent de -1) n+1
1
— In x 10; 4+ o]
X
1 2 105+
\/?( 1
e" e* R
sin X - COS X R
COoS X sin X R

Opérations, composition

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle /.

Jonction primitive
ku' (k réel) ku
u'+v' utv
ul eU eU
u ! un u n+1
(n entier différent de -1) n+1

ul

u

In(u) ou In(-u)

selon le signe de u

u' ) .
N (u strictement positive)

2\u




Exemples
Pour chaque fonction f, déterminer ses primitives.

X
f(x)= i1 En posant u(x) = x>+1, on a u'(x) = 2x. On en déduit que f (X)=%

1 1
primitives de f'sont donc de la forme F (X)=§|H(U(X))+ k=§|n(X2+l)+k.

Intégration par parties

Soient u et v deux fonctions dérivables et ayant des dérivées continues sur un intervalle 1.
b

Pour tous réels a et bde I: [ u(x)v' (x)dx=[u(x)v(x)|— [ u’ (x)v(x)dx

a

Exemple

Calculer f xInxdx.
1

1
On pose U' (X)=X et V(X)=InX, d'ou u(x)=X? et V'(X)=;,

e 2 € e
On en déduit que f xlnxdx=[ilnx] —f gdx.
1 1

2 1
2 e 2 2 e 20e 2
X e 1 e X X e 1
—I =—1 ——Inl=— ¢t —dx=l—|==-=.
lznxll > Ine—Zn1== {2 [4]1 -
e 2 2 2
Finalement, {xlnxdx=%—ez+%=ezl

Applications de l'intégrale

Aire d'un domaine compris entre deux courbes

Soient f'et g deux fonctions continues telles que fix)< g(x) sur l'intervalle [a ; b].
L'aire du domaine délimité par les courbes Cret C, et les droites d'équations x=a et x=b est

A= (g(x)—f (x)]dx.

Calcul de volumes

Dans I'espace muni du repére orthogonal (O i, ] ,_IZ) , l'unité de volume est le volume du pavé
droit construit a partir des points O, I, J et K avec Ol =i , 0J =] et OK =K.
Soit X" un solide limité par les plans d'€quations z=a et z=b avec a<b.
Si l'intersection de X" avec un plan de cote z est une surface dont l'aire est donnée par S(z),
b

alors le volume de X est V=f S(z)dz.
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